
第一章  群的基本知识



定义：在数学对象集合G（𝐴, 𝐵, 𝐶, …）中，定义一种结合法则

（群乘）（combination, composition），满足：

（1）封闭性：A∈G，B∈G，则AB∈G

（2）结合律：A, B, C∈G, 则(AB)C = A(BC)

（3）集合中有单位元素E∈G，使得对于任何𝐴 ∈ 𝐺，恒有𝐸𝐴 = 𝐴

（4）对于任何的A∈G，均存在逆元𝐴!"∈G，使得𝐴!" 𝐴 = 𝐸

§1.1  群的概念
1.1.1 群的定义

问：     构成一个群吗？ +1,−1, 𝑖, −𝑖



试讨论以下集合是否构成群：

    1 全体整数对于数的加法

    2 全体实数对于数的乘法

3 幺正矩阵的全体对于矩阵的乘法

    4 满足 𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0全部 矩阵的集合

    

𝑛×𝑛

𝑛×𝑛



1.1.2  群的种类

定义：有限群中元素的数目称为群的阶（order） 

有限群（finite group），群元个数有限

离散群（discrete group）可数

连续群（continuous group）不可数

群
无限群（infinite group），群元个数无限多

定义：若群元素之间的结合满足交换律：        ，则该群称

为Abel群，或对易群（commutation Group）。 
𝐴𝐵 = 𝐵𝐴



1.1.3  群的乘法表

约定：表中元素是竖元素乘横元素，即    

𝐺 ⋯ 𝐶
⋮ ⋮
𝐷 ⋯ 𝐷𝐶

（右因子）

!
左
因
子
%

1 −1 𝑖 −𝑖
𝐺 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶

1 𝐸 1 −1 𝑖 −𝑖
−1 𝐴 −1 1 −𝑖 +𝑖
𝑖 𝐵 𝑖 −𝑖 −1 1
−𝑖 𝐶 −𝑖 𝑖 1 −1

⇒

𝐺 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐸 𝐶 𝐵
𝐵 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸
𝐶 𝐶 𝐵 𝐸 𝐴



变换前正三角形三顶点标记

为𝐴′, 𝐵′和𝐶′。经变换， 三
顶点的位置标记发生变化，

但总是分别和初始标记的

𝐴′, 𝐵′和𝐶′中的某一点重

合，三角形的几何视图保持

不变。

    

实战正三角形对称群

        共有六个元素：恒等变换E，绕三角形中心O点逆时针转2p/3
和4p/3角的变换𝐷和𝐹，三角形分别对 𝐴, 𝐵, 𝐶  轴转动𝜋角，
记为 𝐴, 𝐵, 𝐶。（一个3度主轴，3个与之垂直的2度主轴）
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𝐷# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐷 𝐹 𝐵 𝐶
𝐵 𝐵 𝐹 𝐸 𝐷 𝐶 𝐴
𝐶 𝐶 𝐷 𝐹 𝐸 𝐴 𝐵
𝐷 𝐷 𝐶 𝐴 𝐵 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸 𝐷

乘法表

这个乘法表的乘法关系与 徐婉棠、喀兴林（高教出版社）
和李新征（北大出版社）的书一样



𝑃 = 1 2 3 ⋯ 𝑛
𝛼" 𝛼% 𝛼# ⋯ 𝛼&

𝑃!" = 𝛼" 𝛼% ⋯ 𝛼&
1 2 𝑛 𝐸 = 𝑃' =

1 2 ⋯ 𝑛
1 2 ⋯ 𝑛

置换群（permutation group）

   

   意为：对1,2,3… , 𝑛重排成𝛼", 𝛼%, 𝛼#, …, 𝛼&

𝑆& ：n个物体所有这种可能置换的集合称为置换群

    这个群对基本粒子的交换对称性有用。

（更多内容参见 我的个人网站文档 permutation group） 

正三角形对称群恰是𝑆#(或称为𝑃 3 )的几何对应



例：   ：
        
    

           共 3！个群元素
    

𝑆# 𝐸 = 1 2 3
1 2 3 , 𝐴 = 1 2 3

1 3 2 , 𝐵 = 1 2 3
3 2 1

𝐶 = 1 2 3
2 1 3 , 𝐷 = 1 2 3

3 1 2 , 𝐹 = 1 2 3
2 3 1

𝑆# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐹 𝐷 𝐶 𝐵
𝐵 𝐵 𝐷 𝐸 𝐹 𝐴 𝐶
𝐶 𝐶 𝐹 𝐷 𝐸 𝐵 𝐴
𝐷 𝐷 𝐵 𝐶 𝐴 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐶 𝐴 𝐵 𝐸 𝐷

⚠将顶点（ 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′	）与数字
（1，2，3）进行映射，并逆时针
排列。

当𝐴, 𝐵, 𝐶	转轴固定
不随顶点变化 ，则乘法表如上，
𝐷!和𝑆!在几何上并不匹配。

不同书的标记使得统一起来变得
困难，但这是常态，重要的是遵
守自己的约定，保证元素间的乘
法关系。



注意：置换是先进行右边的

置换，再进行左边置换，即

从右到左。

𝐶𝐷 = 1 2 3
2 1 3

1 2 3
3 1 2 = 1 2 3

3 2 1
= 𝐵

𝐴𝐵 = 1 2 3
1 3 2

1 2 3
3 2 1 = 1 2 3

2 3 1
= 𝐹

𝑆# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐹 𝐷 𝐶 𝐵
𝐵 𝐵 𝐷 𝐸 𝐹 𝐴 𝐶
𝐶 𝐶 𝐹 𝐷 𝐸 𝐵 𝐴
𝐷 𝐷 𝐵 𝐶 𝐴 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐶 𝐴 𝐵 𝐸 𝐷

例如：

∴置换不满足交换律，是

非Abel群



1）重排定理（rearrangement theorem）（它对无限群不成立）

     设群𝐺 𝐴", 𝐴%, ⋯ , 𝐴3, ⋯ , 𝐴4  的阶为	𝑔.

若𝐴5 ∈ 𝐺，则（Ai为G中任意元素）

    

    

1.1.4  有限群的性质 

𝐴5𝐺 = 𝐴5𝐴", 𝐴5𝐴%, ⋯𝐴5𝐴3⋯𝐴5𝐴4 ≡ 𝐺

𝐺𝐴5 = 𝐴"𝐴5, 𝐴%𝐴5, ⋯𝐴3𝐴5, ⋯𝐴4𝐴5 ≡ 𝐺

任一元素𝑥 ∈ 𝐺，必在 𝐴5𝐺和𝐺𝐴5中出现，且仅出现一次。



证明：(1)

            (2) x不能出现两次

               若                                  ，

              得：

               ∴

出现矛盾，一个群里没有重复元素

𝐴5𝐴6 = 𝑥 ∈ 𝐺

𝐴5𝐴3 = 𝐴5𝐴6 ⇒
7!
"#•

𝐴5!"𝐴5𝐴3 = 𝐴5!"𝐴5𝐴6

𝐴3 = 𝐴6

𝐴5𝐴3 = 𝑥 ∈ 𝐺

已知𝐴5 ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝐺，有
𝐴5!" ∈ 𝐺，群乘封闭性要求

𝐴5!"𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴5𝐺，
即任一元素𝑥必然出现。



r为满足此式的最小正整数

2）群元的阶

    有限群G，A∈G

由于有限，

    ∴必有                   ，即

      ∴                ，  r 称为该元素的阶

    群的阶  Vs 群元的阶

 问               中     的阶？ 

𝐴, 𝐴𝐴 = 𝐴%, 𝐴#, ⋯ , 𝐴9, ⋯𝐴6, 𝐴6:"

𝐴6:" = 𝐴 𝐴6𝐴 = 𝐴

𝐴6 = 𝐸

+1,−1, 𝑖, −𝑖 𝑖, −𝑖



定义：若有限群G中的全部元素可由某个Ai的幂乘得到，则该群

称为循环群（cyclic group）。Ai ——该群的生成元

定义：由群G的一个最小的群元的集合（如𝐴𝑖, 𝐴𝑗, …）及乘法

关系就可以构造出一个群。这个最小的群元的集合中的元就

称为群G的生成元（generator） 。群乘关系称作生成关系。

𝐷#群的生成元是𝐷, 𝐴
𝐸 = 𝐴%, 𝐶 = 𝐷𝐴, 𝐵 = 𝐴𝐷, 𝐹 = 𝐷%



1.1.5 群的实例 

1）一阶群：E，满足                 ，  单位元素𝐸!" = 𝐸
2）二阶群：          ， 𝐴!" = 𝐴

                                               

                                      如

      所有二阶群的构造均一样

   如宇称变换；全同粒子交换（费米） 

      生成元：A；{A, A2}

𝐸, 𝐴

𝑉% 𝐸 𝐴
𝐸 𝐸 𝐴
𝐴 𝐴 𝐸

𝑉% 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1



3）三阶群： 𝐸, 𝐴, 𝐵

一阶、二阶、三阶群均是Abel群，也是循环群。 
AEBB
EBAA
BAEE
BAEG∴三阶群唯一可能的乘法表为：

生成元：A；{A, A2, A3}

B；{B, B2, B3}

唯一可能 A2=B ；  同理  B2=A



例：                       的三个根

       1，                     组成三阶群（一般乘法） 

𝑥# − 1 = 0
−1 ± 3𝑖

2

例；对称操作𝐶!（即绕一固定轴转                    ）也构成三阶群
2𝜋
3
,
4𝜋
3
, 2𝜋

问： 模（绝对值）为1的复数全体对于数的乘法是否构成群？



4）四阶群: 𝐸, 𝐴, 𝐵, 𝐶

——Abel群                                  

(四阶循环群）

𝐶;
生成元：A；{A, A2, A3, A4}

C；{C, C2, C3, C4}

𝐶; 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐵 𝐶 𝐸
𝐵 𝐵 𝐶 𝐸 𝐴
𝐶 𝐶 𝐸 𝐴 𝐵

ⅰ）A，B，C中，一个自逆B，另两个互逆A，C。

乘法表示：

2𝜋, 𝜋,
𝜋
2
,
3𝜋
2, 绕某固定轴转 ⇒

𝐸, 𝐶", 𝐶"#, 𝐶"!
↑ ↑ ↑ ↑
+1,+𝑖, −1, −𝑖



𝐴!" = 𝐴,𝐵!" = 𝐵, 𝐶!" = 𝐶ⅱ）A, B, C均为自逆，

     （注意，不可能有两个自逆）

    乘法表为：

                                                               —— Klein四阶群V ：

最小非循环群。 

      

𝑉 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐸 𝐶 𝐵
𝐵 𝐵 𝐶 𝐸 𝐴
𝐶 𝐶 𝐵 𝐴 𝐸

证明：

          （∵若𝐴𝐵 = 𝐴，𝐴𝐵 = 𝐵则𝐴 = 𝐸  或𝐵 = 𝐸 ）

    同理𝐴𝐶 = 𝐶𝐴 = 𝐵, 𝐵𝐶 = 𝐶𝐵 = 𝐴

       V ——Abel群（4个群元全部自逆，四阶反演群）

𝐴% = 𝐵% = 𝐶% = 𝐸
𝐵𝐴 = 𝐴𝐵 = 𝐶

𝐴𝐶 = 𝐶𝐴 = 𝐵, 𝐵𝐶 = 𝐶𝐵 = 𝐴
生成元：A, B；{A, A2, B, AB}



§1.2  子群（subgroup），陪集（coset），

1.2.1  子群

定义：若某群中的一些元素的集合S按原来的乘法规则也构成

群， —— S：子群。

     任何群的单位元素构成子群 

     G的全体也构成G的子群

    

→非真子群（平庸子群）

真子群（群元个数大于1小于群阶）：

只需证明封闭性： 𝑆𝑆 = 𝑆



1.2.2  陪集 

定义：群中G有一个子群S{S1, S2, …, Ss}，有一群元xÎG ，

集合xS={xS1, xS2, …, xSs}称为S 的左陪集（left coset）， 

Sx={S1x, S2x, …, Ssx}称为的右陪集（right coset）.

注： 如果 xÎS，则 xS=Sx=S为子群本身。

           

𝑥 ∉ 𝑆



例： 𝐷#群中，子群{E, D, F}只有一个陪集{A, B, C}
子群{E, A}对Ｂ的右陪集为{B, D} ，左陪集为{B, F}

对C的右陪集为{C, F} ，左陪集为{C, D}

𝐷# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐷 𝐹 𝐵 𝐶
𝐵 𝐵 𝐹 𝐸 𝐷 𝐶 𝐴
𝐶 𝐶 𝐷 𝐹 𝐸 𝐴 𝐵
𝐷 𝐷 𝐶 𝐴 𝐵 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸 𝐷

𝐵$(
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O

𝐶$(0,1)



定理: (1)子群 S 的两个左（右）陪集，或者包含相同的一组元

素，或者没有共同元素。

证：𝑥𝑆 𝑥𝑆", 𝑥𝑆%, ⋯ , 𝑥𝑆5, ⋯ , 𝑥𝑆E 𝑦𝑆 𝑦𝑆", 𝑦𝑆%, ⋯ , 𝑦𝑆5, ⋯ , 𝑦𝑆E

假如：𝑥𝑆5 = 𝑦𝑆F   , 则有作 𝑥!" 𝑆F
!"              

                 𝑥!"𝑥𝑆5𝑆F!" = 𝑥!"𝑦𝑆F𝑆F!" ∴ 𝑆5𝑆F!" = 𝑥!"𝑦

    ∵ 𝑆5𝑆F!" ∈ 𝑆, ∴ 𝑥!"𝑦 ∈ 𝑆，  ∴ 𝑥!"𝑦𝑆 = 𝑆

            即 𝑦𝑆 = 𝑥𝑆

(2) 若x不是S 的一个元，那么Sx (xS)不是一个群。

（3）G中的每一个元必然落在子群或某一个左（右）陪集
中。



(4) 若子群S 的阶为s，G的阶为g，则每一个左（右）陪集包

含s个不同的元，即在集合Sx (xS)的s个元中，没有相同的

元存在。

(5)

角度1：𝑆𝑦 ∈ 𝑆𝑆𝑥 = 𝑆𝑥
角度2：𝑦 = 𝐸𝑦 = 𝑆"𝑦 ∈ 𝑆𝑦（子群𝑆的第一个元素即为单位元）
而𝑦 ∈ 𝑆𝑥，两个陪集有一个公共元，必然全体相等。

若𝑦 ∈ 𝑆𝑥，则有𝑆𝑥 = 𝑆𝑦

陪集中的任意元都可取为“陪集代表元”



Lagrange定理：子群S 的阶(s)必定能够整除整个群G的阶(𝑔)。

证：若S遍举群G的全部元素，则𝑠 = 𝑔，故𝑔/𝑠 = 1；若不能遍举,

作A1S，且A1S与S 无共同元素。若 S+A1S遍举G所有元素，则

𝑔/𝑠 = 2。若不能，作A2S，且它与S, A1S无共同元素，若S+A1S+

A2S能遍举G，则𝑔/𝑠 = 3。

        因为是有限群，总有G = S+A1S+ A2S…+ Ai-1S

∴ 𝑔/𝑠 = 𝑖 (𝑖 − 1为不同的陪集个数）

例：证明：若群的阶为素数，则该群必为循环群。

    证明：设群的阶为𝑔，若某元素𝐴：𝐴𝑟 = 𝐸，

               若 𝑟 < 𝑔，则 𝑔/𝑟 =整数，但𝑔为素数，故必有𝑟 = 𝑔。

注意：陪集并不构成群。 



讨论：群阶为5的群的乘法表？

一个群阶为质数的群，必为循环群。



1.3    共轭元素（conjugate）和类（class）
 
定义：A, BÎG ，       ，满足xAx-1=B，则称B是A的共轭元素

（conjugate）。

性质：1）共轭关系是相互的

        

    2）共轭关系具有传递性

          A, B, CÎG ，若A, B分别与C共轭，

          则A和B共轭：              

         由 

        ∴       A和B共轭

    3）任何元素与自身共轭：

𝐴 = 𝑥!"𝐵𝑥 ⇒ 𝐵 = 𝑥𝐴𝑥!"

𝐴 = 𝑥𝐶𝑥!", 𝐵 = 𝑦𝐶𝑦!",

∵ 𝐴 = 𝑥𝐶𝑥!" ⇒ 𝐶 = 𝑥!"𝐴𝑥
𝐵 = 𝑦 𝑥!"𝐴𝑥 𝑦!" = 𝑦𝑥!" 𝐴 𝑥𝑦!"
= 𝑦𝑥!" 𝐴 𝑦𝑥!" !", 𝑦𝑥!" ∈ 𝐺

𝐴 = 𝐸𝐴𝐸!" = 𝐴
𝐴 = 𝐴𝐴𝐴!" = 𝐴

∃𝑥 ∈ 𝐺



定义：群G中互相共轭的元的完全集合称为类（class），类中

元素的数目称为类的阶。

          （相似变换的 x( )x-1中的 x 对类中不同元素是可以不一样

的，x要取遍整个G）

           ∴ 只要给出类中任意一个元素就可求得类中所有元素。

            单位元素自成一类，这是因为 xEx-1=E

普遍地，若A1, A2, …Ai, …Aj, …An是一类，对任一xÎG， 

xAix-1必定在集合{A1, …An }内，但此集合不构成群。

任意x

{𝑥𝐶𝑥!" = 𝐶, ∀𝑥 ∈ 𝐺}



例： 𝐷# 群有三个类：

    1）E自成一类，因为它与所有元素可对易

    2）D、F组成一类，因

    

     3）A，B，C组成一类，因

    

    

    

𝐸𝐷𝐸!" = 𝐷, 𝐴𝐷𝐴!" = 𝐹, 𝐵𝐷𝐵!" = 𝐹,
𝐶𝐷𝐶!" = 𝐹, 𝐹𝐷𝐹!" = 𝐷,𝐷𝐷𝐷!" = 𝐷

𝐸𝐶𝐸!" = 𝐶, 𝐴𝐶𝐴!" = 𝐵,𝐵𝐶𝐵!" = 𝐴,
𝐶𝐶𝐶!" = 𝐶,𝐷𝐶𝐷!" = 𝐴, 𝐹𝐶𝐹!" = 𝐵

𝐷# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐷 𝐹 𝐵 𝐶
𝐵 𝐵 𝐹 𝐸 𝐷 𝐶 𝐴
𝐶 𝐶 𝐷 𝐹 𝐸 𝐴 𝐵
𝐷 𝐷 𝐶 𝐴 𝐵 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸 𝐷



性质：1）单位元素E自成一类

            2）不同的类中没有共同的元

            3）除单位元这一类外，其余各类都不是子群

            4）Abel群的每个元素自成一类

             5）同一类中的所有元素都具有相同的阶。

                （𝑛是𝐴元素的级，若𝐴𝑛 = 𝐸）

             证：若𝐴𝑛 = 𝐸，则

    

𝑥𝐴𝑥!" = 𝐴𝑥𝑥!" = 𝐴

𝑥𝐴𝑥!" & = 𝑥𝐴𝑥!" · 𝑥 𝐴𝑥!" ·⋯𝑥𝐴𝑥!"
= 𝑥𝐴&𝑥!" = 𝑥𝐸𝑥!" = 𝐸



       6）对于矩阵群，同一类中的各元互为相似矩阵，因此，同类

中各元具有相同的迹。

       7）若𝐶是群𝐺的一个类， 𝐶$是𝐶中所有元的逆的集合，那么， 

𝐶$也是群𝐺的一个类，称为𝐶的逆类。

 
已知𝑥𝐶𝑥!" = 𝐶对∀𝑥 ∈ 𝐺成立
则有𝑥𝐶$𝑥!" = 𝑥𝐶!"𝑥!" = 𝑥𝐶𝑥!" !" = 𝐶!" = 𝐶$对∀𝑥
∈ 𝐺成立



8）含转动操作的群，转角相同转轴可由群中的元转成一致的，
属于同一类。

问：哪些元素同类？

𝐵$(
3
2
, −
1
2
)

x

y

C

AB

𝐴$(−
3
2 , −

1
2)

O{𝐴, 𝐵, 𝐶}
{𝐷, 𝐹}

𝐶$(0,1)



类的有关定理：

若𝜂为由群中若干完整的类构成的集合，即

𝜂 = 𝐶" + 𝐶% +⋅⋅⋅=Y
3

𝐶3

𝑥是群中的任意元，则𝑥𝜂𝑥!" = 𝜂成立

定理一：

逆定理：
任何一个服从关系𝑥𝜂𝑥!" = 𝜂，∀𝑥
∈ 𝐺成立的集合𝜂，
必由若干个完整的类构成。



定理二： 两个类的类乘有𝐶5𝐶F =Y
3

𝐶5F3𝐶3

为整数，说明𝐶3在类乘𝐶5𝐶F中出现的次数

类乘：两个类的类乘为一个集合，由两个类中的元两两
相乘而得，如集合中有重复的元，出现几次算几次

证明：𝑥𝐶5𝑥!" = 𝐶5, 𝑥𝐶F𝑥!" = 𝐶F
则有𝐶5𝐶F = 𝑥𝐶5𝑥!"𝑥𝐶F𝑥!" = 𝑥𝐶5𝐶F𝑥!"

由上述逆定理可知，𝐶5𝐶F必由完整的类构成，得证。



练习： 正三角形 𝐷#  群的类乘

三个类：𝐶" = 𝐸, 𝐶% = {𝐴, 𝐵, 𝐶}, 𝐶# = {𝐷, 𝐹}

𝐶"𝐶% = 𝐶%, 𝐶"𝐶# = 𝐶#, 𝐶%𝐶# = 2𝐶%
𝐶%𝐶% = 3𝐶" + 3𝐶#,
	𝐶#𝐶# = 2𝐶" + 𝐶#



定理三：

有限群𝐺的阶为𝑔，类𝐶的元数为ℎG，则有𝑔/ℎG =整数

证明：
1，取𝑥 ∈ 𝐺,取𝑆 ∈ 𝐺，满足
𝑆𝑥𝑆!" = 𝑥的所有元的集合{𝑆} = 𝑆H
证明𝑆H是一个群

设𝑆5, 𝑆F ∈ 𝑆H，则𝑆5𝑥𝑆5!" = 𝑥，𝑆F𝑥𝑆F!" = 𝑥
𝑆5𝑆F𝑥 𝑆5𝑆F

!"
= 𝑆5𝑆F𝑥𝑆F!"𝑆5!" = 𝑥

∴ 𝑆5𝑆F ∈ 𝑆H，封闭，构成群。



2，将群𝐺按照𝑆!的陪集来分解

𝐺 = 𝑆! + 𝑅"𝑆! + 𝑅#𝑆! +⋅⋅⋅ +𝑅$%"𝑆!
𝑅", 𝑅#,⋅⋅⋅, 𝑅$%"为陪集代表元
作𝑥的共轭元，𝑅"𝑥𝑅$%"，𝑅#𝑥𝑅#%"， ⋅⋅⋅，𝑅$%"𝑥𝑅$%"%"

证明：全部与𝑥共轭的元素有𝑖个，即ℎ& = 𝑖



（1）用属于同一个陪集内的元𝑅9, 𝑅&做𝑥的共轭元，
则有𝑅9𝑥𝑅9!" = 𝑅&𝑥𝑅&!"
𝑅9, 𝑅& ∈ 𝑅9𝑆H，
设𝑅& = 𝑅9𝑆4, 𝑆4 ∈ 𝑆H

𝑅&𝑥𝑅&!" = 𝑅9𝑆4𝑥 𝑅9𝑆4
!" = 𝑅9𝑆4𝑥𝑆4!"𝑅9!"

= 𝑅9𝑥𝑅9!"

（2）反过来，如果𝑅%𝑥𝑅%&' = 𝑅(𝑥𝑅(&'，则𝑅%, 𝑅( ∈ 𝑅%𝑆)
将𝑅%&'()𝑅%作用于等式两边, 𝑥 = 𝑅%&'(𝑅(𝑥𝑅(&')𝑅%
∴ 𝑅%&'𝑅( ∈ 𝑆) ⇒ 𝑅( ∈ 𝑅%𝑆)
来自于同一个陪集

一
个
陪
集
贡
献
一
个
与 𝑥

共
轭
的
元

（3）𝑖 = ℎG = 𝑔/𝑠	(𝑠 : 𝑆H群的阶)



正三角形 𝐷'  群的三个类

三个类：𝐶" = 𝐸, 𝐶# = 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐶' = 𝐷, 𝐹
𝑆𝑥𝑆%" = 𝑥的所有元的集合{𝑆} = 𝑆!

𝑥 = 𝐷, 𝐹,→ 𝐸 𝐷 𝐹 = 𝑠( = 𝑠)
只有一个陪集为 𝐴 𝐵 𝐶 ,

    选一个陪集代表元，比如𝐴,
𝐴𝐷𝐴%" = 𝐹 ≠ 𝐷, 𝐴𝐹𝐴%" = 𝐷 ≠ 𝐹

∴ 𝐴 ∉ 𝑠( , 𝐴 ∉ 𝑠)



定理：若S 为G 的子群，则 是一个子群，称作

群G 的共轭子群。

证：H1, H2 Î S ,作 𝐻$" = 𝐴𝐻"𝐴!" , 𝐻$% = 𝐴𝐻%𝐴!" ∈ 𝐴𝐺𝐴!"                      

    1）封闭性：  

    2）单位元素：  

    3）逆元：

∵ 𝐻"!" ∈ 𝑆 ，  ∴	 𝐴𝐻"!"𝐴!" ∈ 𝐴𝑆𝐴!"

1.4  共轭子群（conjugate subgroup）
        和正规子群（不变子群：normal subgroup ） 

𝐻$" = 𝐴𝐻"𝐴!"

𝐴𝐻"𝐻%𝐴!" = 𝐴𝐻"𝐴!"𝐴𝐻%𝐴!" = 𝐻$"𝐻$% ∈ 𝐴𝑆𝐴!"

𝐸 = 𝐴𝐸𝐴!" ∈ 𝐴𝑆𝐴!"

𝐻$" !" = 𝐴𝐻"𝐴!" !" = 𝐴!" !"𝐻"!"𝐴!" = 𝐴𝐻"!"𝐴!"

∈ 𝑆

𝐴𝑆𝐴!", ∀𝐴 ∈ 𝐺



例：

    

    其中，E，B构成子群                    ，且：  

    

    ∴ 𝐸, 𝐶 = 𝐴𝑆𝐴!" 构成子群

𝐷# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐷 𝐹 𝐵 𝐶
𝐵 𝐵 𝐹 𝐸 𝐷 𝐶 𝐴
𝐶 𝐶 𝐷 𝐹 𝐸 𝐴 𝐵
𝐷 𝐷 𝐶 𝐴 𝐵 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸 𝐷

𝑆 = 𝐸, 𝐵  𝐴𝐸𝐴!" = 𝐸
𝐴𝐵𝐴!" = 𝐷𝐴 = 𝐶



定义：S是G的子群，                                    则S 称为G的不变子群

或正规子群（                                         :左陪集合相应右陪

集相等 ）。

例：

𝐺 1 −1 𝑖 −𝑖
1 1 −1 𝑖 −𝑖

−1 −1 1 −𝑖 𝑖
𝑖 𝑖 −𝑖 −1 1

−𝑖 −𝑖 𝑖 1 −1

是它的不变子群：1,−1

1 · 1 · 1 !" = 1
−1 · 1 · −1 !" = 1
𝑖 · 1 · 𝑖 !" = 1

−𝑖 · 1 · −𝑖 !" = 1

1 · −1 1 !" ·= −1
−1 · −1 · −1 !" = −1

𝑖 · −1 𝑖 !" = −1
−𝑖 · −1 −𝑖 !" = −1

同理

𝐴𝑆𝐴!" = 𝑆, ∀𝐴 ∈ 𝐺

𝐴𝑆𝐴!" = 𝑆 ⇒ 𝐴𝑆 = 𝑆𝐴



例：

    

    其中，E，D，F 构成正规子群𝑆 = 𝐸,𝐷, 𝐹

       

𝐷# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐷 𝐹 𝐵 𝐶
𝐵 𝐵 𝐹 𝐸 𝐷 𝐶 𝐴
𝐶 𝐶 𝐷 𝐹 𝐸 𝐴 𝐵
𝐷 𝐷 𝐶 𝐴 𝐵 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸 𝐷

∵ 𝐴𝐸𝐴!" = 𝐸 ; 𝐴𝐷𝐴!" = 𝐵𝐴!" = 𝐹 ; 𝐴 𝐹𝐴!" = 𝐶𝐴!" = 𝐷
∴ 𝐴𝑆𝐴!" = 𝑆
同理计算可得𝐵𝑆𝐵!" = 𝑆，𝐶𝑆𝐶!" = 𝑆



正规子群的性质：

群𝐺的正规子群由𝐺的一个或几个完整的类构成，反之，
凡包含𝐺中一个类或几个完整类的子群都是𝐺的正规子群。

1）𝑆9 ∈ 𝑆
∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥𝑆9𝑥!" ∈ 𝑆
∴ 𝑆9的整个类都在𝑆里。
2）𝑆 = 𝐶" + 𝐶% +⋅⋅⋅
∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥𝑆𝑥!" = 𝑥𝐶"𝑥!" + 𝑥𝐶%𝑥!" +⋅⋅⋅
= 𝐶" + 𝐶% +⋅⋅⋅= 𝑆
∴ 𝑆为正规子群



1.4.1  同构（isomorphism）和同态(homomorphism） 

定义：若群G¢和G的所有元素间均按某种规律存在一一对应关

系，它们的乘积也按同一规律一一对应，则称两群同构

（双射性， Bijectivity ）。

即：若R, SÎG; R¢, S¢ÎG¢; R¢«R, S¢«S, 必有R¢S¢«RS，则G¢»G。

            “«”——一一对应，“»”——同构

           对G的所有定理，对G¢也成立，因此，在群论中，所有同

构的群均被看作同一群。

例：所有二阶群都同构于二阶反演群𝑉2
例：𝑍3( 0,1,2 ∶ 模3加法,addition modulo 3)和 𝐶3 (3度旋转

群) 同构。所有3阶群都同构，只有一种乘法表。



例：

    

    其中，E，B 构成子群                   ，共轭子群𝐴𝑆𝐴!"为

        两者同构

𝐷# 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹
𝐴 𝐴 𝐸 𝐷 𝐹 𝐵 𝐶
𝐵 𝐵 𝐹 𝐸 𝐷 𝐶 𝐴
𝐶 𝐶 𝐷 𝐹 𝐸 𝐴 𝐵
𝐷 𝐷 𝐶 𝐴 𝐵 𝐹 𝐸
𝐹 𝐹 𝐵 𝐶 𝐴 𝐸 𝐷

𝑆 = 𝐸, 𝐵

𝐸, 𝐶 = 𝐴𝑆𝐴!"

子群𝑆和它的共轭子群𝐴𝑆𝐴!"是同构的



定义：如果群𝐺的任一个元素𝐴都唯一地对应于群𝐺$的一个元素 

𝐴$, 而群𝐺$中的一个元素对应于群𝐺的元素不只一个，并且如果对

应于𝐴𝐵 = 𝐶，就有𝐴$𝐵$	= 𝐶$	，则称𝐺$同态于𝐺，记为 𝐺$	~𝐺。

即

𝐺 = {𝐴", 𝐴%, ⋯𝐵", 𝐵%, ⋯𝐶", 𝐶%, ⋯ }
𝐺$ = {𝐴$, ⋯𝐵$, ⋯𝐶$, ⋯ }
𝐴" → 𝐴$, 𝐵" → 𝐵$, ⋯
𝐴% → 𝐴$, 𝐵% → 𝐵$, ⋯

且𝐴5𝐵F = 𝐶3均对应于𝐴$𝐵$ = 𝐶$



同态核定理：

    若𝐺$	~G，分别与𝐺$中单位元𝐸′相对应的G中元素的集合P构成

群G不变子群， P 称为同态对应的核。

    证明：
（1）若                             则                               ，即对

，因此是群𝐺的子群。

（2）若𝐴 ∈ 𝑃, 𝐶 ∈ 𝐺,而𝐶 → 𝐶′ ∈ 𝐺′，则
                                                    

𝐴 → 𝐸′, 𝐵 → 𝐸′, 𝐴𝐵 → 𝐸′𝐸′ = 𝐸′
∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃,有𝐴𝐵 ∈ 𝑃, 𝑃具有封闭性

𝐶𝐴𝐶!" → 𝐶$𝐸$𝐶′!" = 𝐸$对一切C成立

这就是说𝐶𝑃𝐶!" = 𝑃对一切C ∈ G成立。
所以P是G的正规/不变子群。



例：                         

+1 →
−1 →+ 1

+𝑖 →
−𝑖 → − 1

+1
−1其中        称为同态对应的核core

1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

~

1 −1 𝑖 −𝑖
1 1 −1 𝑖 −𝑖
−1 −1 1 −𝑖 𝑖
𝑖 𝑖 −𝑖 −1 1
−𝑖 −𝑖 𝑖 1 −1

𝐺$	 𝐺

G中与G¢中单位元E¢对应的那些元称
为这一同态关系的同态核。



1.4.2  商群（quo9ent group） 

定义：将群𝐺 (𝑔)按照正规子群𝑆(𝑠) 进行分解（陪集）,所得到的

元素集合（即S 及其所有陪集）当作元素: 

G按S 分解所得的商群。 

“数学对象”：陪集

e𝐺 =
𝐺
𝑆
= 𝑆, 𝑆𝐴%, ⋯ , 𝑆𝐴5 , 𝑖 =

𝑔
𝑠



(1)𝑆𝐴9𝑆𝐴& = 𝑆𝑆𝐴9𝐴& = 𝑆𝐴9𝐴&
(2) 𝑆𝐴9𝑆𝐴& 𝑆𝐴I = 𝑆𝐴9𝐴&𝐴I = 𝑆𝐴9 𝑆𝐴&𝑆𝐴I

验证群：

问商群的单位元、逆元？

(3)𝑆𝑆𝐴9 = 𝑆𝐴9
(4)𝑆𝐴9 → 𝑆𝐴9!"



商群乘法表

𝑆 𝐴𝑆
𝑆 𝑆 𝐴𝑆
𝐴𝑆 𝐴𝑆 𝑆

𝑆 = {𝐸, 𝐷, 𝐹},
𝐴𝑆 = {𝐴, 𝐵, 𝐶}



例：    
𝐶J 𝐸 𝐶J% 𝐶J; 𝐶J 𝐶J# 𝐶JK

𝐸 𝐸 𝐶J% 𝐶J; 𝐶J 𝐶J# 𝐶JK

𝐶J% 𝐶J% 𝐶J; 𝐸 𝐶J# 𝐶JK 𝐶J
𝐶J; 𝐶J; 𝐸 𝐶J% 𝐶JK 𝐶J 𝐶J#

𝐶J 𝐶J 𝐶J# 𝐶JK 𝐶J% 𝐶J; 𝐸
𝐶J# 𝐶J# 𝐶JK 𝐶J 𝐶J; 𝐸 𝐶J%

𝐶JK 𝐶JK 𝐶J 𝐶J# 𝐸 𝐶J% 𝐶J;

𝐶% 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

C6群同态于C2，S为                        是同态

的核，且可以证明：𝑆是一个正规子群。 

如果以S 来划分G，得两阶商群：

    

且𝐺̅ 与 𝐶% 同构。

𝐸 𝐶J% 𝐶J;

e𝐺 = 𝐸, 𝐶J%, 𝐶J; , 𝐶J, 𝐶J#, 𝐶JK

绕6次轴：不转和转2p
为E，转2p/6为C6，转

2p/3为C62，转p为
C63，转4p/3为C64，转

5p/3为C65。
G

𝐶%

映

射

f



§1.5  群的直（接乘）积 

定义：设有两个群 𝐺𝑎（阶为𝑔𝑎 ）和 群 𝐺𝑏（阶为𝑔𝑏 ），它们之

间元素之积可对易，即：∀𝑎𝑖Î𝐺𝑎, ∀𝑏𝑗Î𝐺𝑏，有

             那么按群 𝐺 的乘法得到的 𝑔L𝑔M 个元素（有序对）集合

{𝑎𝑖𝑏𝑗}也构成一个群，称为𝐺L和𝐺M的直积群，记为

 𝐺L⊗𝐺M ， 𝐺L 和 𝐺M  称为直积因子。

证：封闭性： 𝑎5𝑏F𝑎5$𝑏F$ = 𝑎5𝑎5$𝑏F𝑏F$ = 𝑎5%𝑏F% , ∈ 𝐺L⊗𝐺M

         逆元： 𝑎5𝑏F
!"
= 𝑎5!"𝑏F!" ∈ 𝐺L⊗𝐺M

    单位元： 𝐸L𝐸M = 𝐸 ∈ 𝐺L⊗𝐺M  

    显然：                  

𝑎5𝑏F = 𝑏F𝑎5, 𝑖 = 1,2,⋯𝑔L, 𝑗 = 1,2,⋯𝑔M

𝐺L⊗𝐺M = 𝐺M⊗𝐺L



*直积群的不同直积因子（如𝑎𝑖, 𝑏#等）的元素是相互对易的，但同一个直积

因子中的元素可不对易（如𝑎𝑖, 𝑎𝑗等）。

如果𝐺$和 𝐺%是G 的子群，且有𝐺 = 𝐺$⊗𝐺%，𝑎&𝑏# = 𝑏#𝑎&对于∀𝑎𝑖Î𝐺𝑎, ∀𝑏𝑗Î𝐺𝑏 

成立:

    *直积因子𝐺𝑎和𝐺𝑏都是直积群 𝐺$⊗𝐺% 的正规子群

       证明：已知𝐸 ∈ 𝐺$，𝐸 ∈ 𝐺%，那么 ∀	𝑏'∈ 𝐺%，取其共轭元

 (𝑎&𝑏#)𝑏'(𝑎&𝑏#)!" = 𝑎& 𝑏#𝑏'𝑏#
!" 𝑎&!" = 𝑎&𝑏(𝑎&!" = 𝑎&𝑎&!"𝑏( = 𝑏(

    令 𝑎&𝑏# = 𝑥, 则𝑥𝐺%𝑥!" = 𝐸𝐺% = 𝐺%
    ∴ 𝐺%	是 𝐺$⊗𝐺%  的正规子群

    同理， 𝐺$ 也是 𝐺$⊗𝐺%   的正规子群



例：    
𝐶J 𝐸 𝐶J% 𝐶J; 𝐶J 𝐶J# 𝐶JK

𝐸 𝐸 𝐶J% 𝐶J; 𝐶J 𝐶J# 𝐶JK

𝐶J% 𝐶J% 𝐶J; 𝐸 𝐶J# 𝐶JK 𝐶J
𝐶J; 𝐶J; 𝐸 𝐶J% 𝐶JK 𝐶J 𝐶J#

𝐶J 𝐶J 𝐶J# 𝐶JK 𝐶J% 𝐶J; 𝐸
𝐶J# 𝐶J# 𝐶JK 𝐶J 𝐶J; 𝐸 𝐶J%

𝐶JK 𝐶JK 𝐶J 𝐶J# 𝐸 𝐶J% 𝐶J;

绕6次轴：不转和转2p
为E，转2p/6为C6，转

2p/3为C62，转p为
C63，转4p/3为C64，转

5p/3为C65。
G

𝑆" = {𝐸, 𝐶J#},
𝑆% = {𝐸, 𝐶J%, 𝐶J;}
𝐺 = 𝑆"⊗𝑆%

群的直积是一个
扩大群的方法



*直积群的类：

                             

    

𝐺 = 𝐺L⊗𝐺M

(𝑎5$𝑏F$)(𝑎5𝑏F)(𝑎5$𝑏F$)!" = 𝑎9𝑏&
左 = 𝑎5$𝑎5𝑎5$

!" 𝑏F$𝑏F𝑏F$
!"

𝑎5$𝑎5𝑎5$
!" = 𝑎9 ,

𝑏F$𝑏F𝑏F$
!" = 𝑏&

直积群的类由群        的类与群         的类的乘积形成。

𝑁N = 𝑁L𝑁M：类的个数关系
ℎN = ℎLℎM：每一类中的群元数关系

𝐺M𝐺L



Exercise 1:  calculate 𝑒*!, 𝑒+*!

Exercise2: 比较：

                  伽利略时空变换群（1+1维），
                  洛伦兹群（1+1维时空），
                   二维空间转动群



h&p://cqutp.org/users/lpyang/Teaching.html


