
III.  表示的构造 
函数的变换 
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矢量r在对称变化R作用下：r¢=Rr
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PR为作用于函数的算符 (函数变换算符)
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比如温度场



如果R组成空间对称操作群，那么PR在函数空间也构成一个群，
且二者同构。
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则
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所以{PR , PS , PT …}也构成一个群
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\{R}和{PR}有相同的乘法表，同构。



标量函数的连续被动变换

Requirement: 𝜑 𝑟 = 𝜑′ 𝑟! = 𝜑′′ 𝑟′′

连续变换关系： 𝑟!! = 𝑅𝑟! = 𝑅𝑆𝑟

𝜑′′ 𝑟′′ = 𝜑′ 𝑅"#𝑟!!

变量替换： 𝑟′′ → 𝑟̅ 

𝜑′′ 𝑟̅ = 𝜑′ 𝑅"#𝑟̅ ≡ 𝜑′ 𝑟̃      (令 𝑟̃ = 𝑅"#𝑟̅)

𝜑′ 𝑟̃ = 𝜑 𝑆"#𝑟̃ = 𝜑 𝑆"#𝑅"#𝑟

𝜑′′ 𝑟′′ = 𝜑 𝑆"#𝑅"#𝑟

∴ 𝑃$𝑃%𝜑 𝑟 = 𝜑 𝑆"#𝑅"#𝑟



群表示的确立

函数空间中取一组函数{j1(r), j2(r), …jn(r)}作为基矢，基矢
的数目等于空间的维数，则
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则{D(R)}就是群{PR}和{R}的表示矩阵。



另一方面： ga
g
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所以{D(R)}与{PR}及{R}同构，是{PR}及{R}的一个表示。



求群表示的方法之一：三角函数作基矢，(r,q )为变量

例：求正三角形𝐷&群的表示

𝐷&群中的6个对称操作对r,q的作用如下：

𝐸: #𝐸𝑟 = 𝑟
𝐸𝜃 = 𝜃 ; 𝐴: # 𝐴𝑟 = 𝑟

𝐴𝜃 = 180∘ − 𝜃 ; 𝐵: # 𝐵𝑟 = 𝑟
𝐵𝜃 = 60∘ − 𝜃 ; 𝐶: # 𝐶𝑟 = 𝑟

𝐶𝜃 = 300∘ − 𝜃 ;

𝐷: # 𝐷𝑟 = 𝑟
𝐷𝜃 = 𝜃 + 120∘ ; 𝐹: # 𝐹𝑟 = 𝑟

𝐹𝜃 = 𝜃 − 120∘;

取两个线性无关的基函数，
构造一个二维函数空间
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求单位元素E的矩阵：
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求元素𝐴的矩阵：

∴ 𝐷(𝐴) = 1 0
0 −1

𝑃!𝜑" = 𝜑"(𝐴#"𝜃) = 𝜑"(𝐴𝜃) = sin( 180$ − 𝜃) = sin 𝜃 + 0 cos 𝜃

𝑃!𝜑" =2
%

𝜑%𝐷%" = 𝜑"𝐷"" + 𝜑&𝐷&" = sin 𝜃 𝐷"" + cos 𝜃 𝐷&"

𝑃!𝜑& = 𝜑&(𝐴#"𝜃) = 𝜑&(𝐴𝜃) = cos( 180$ − 𝜃) = 0 sin 𝜃 − 1 cos 𝜃

𝑃!𝜑& =2
'

𝜑'𝐷'& = 𝜑"𝐷"& + 𝜑&𝐷&& = sin 𝜃 𝐷"& + cos 𝜃 𝐷&&

𝜑#(𝑟, 𝜃) = sin 𝜃
𝜑'(𝑟, 𝜃) = cos 𝜃𝐴: < 𝐴𝑟 = 𝑟

𝐴𝜃 = 180( − 𝜃 ;



𝐵: + 𝐵𝑟 = 𝑟
𝐵𝜃 = 60∘ − 𝜃 ;    

𝜑"(𝑟, 𝜃) = sin 𝜃
𝜑#(𝑟, 𝜃) = cos 𝜃

𝑃$𝜑" = 𝜑"(𝐵%"𝜃) = 𝜑"(𝐵𝜃) = sin( 60& − 𝜃) = sin 60& cos 𝜃 − cos 60& sin 𝜃

𝑃$𝜑" ==
'

𝜑'𝐷'" = 𝜑"𝐷"" + 𝜑#𝐷#" = sin 𝜃 𝐷"" + cos 𝜃 𝐷#"

𝑃$𝜑# = 𝜑#(𝐵%"𝜃) = 𝜑#(𝐵𝜃) = cos( 60& − 𝜃) = cos 60& cos 𝜃 + sin 60& sin 𝜃

𝑃$𝜑# ==
(

𝜑(𝐷(# = 𝜑"𝐷"# + 𝜑#𝐷## = sin 𝜃 𝐷"# + cos 𝜃 𝐷##

∴ 𝐷(𝐵) =
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#
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               60& → 300& 𝐷(𝐶) =
− "
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求元素𝐵, 𝐶的矩阵：

𝐶: + 𝐶𝑟 = 𝑟
𝐶𝜃 = 300∘ − 𝜃 ;



求元素𝐷, 𝐹的矩阵：

𝑃*𝜑" = 𝜑"(𝐷%"𝜃) = 𝜑"(𝐹𝜃) = sin( 𝜃 − 120&) = sin 𝜃 cos 120& − cos 𝜃 sin 120&

𝑃*𝜑" ==
'

𝜑'𝐷'" = 𝜑"𝐷"" + 𝜑#𝐷#" = sin 𝜃 𝐷"" + cos 𝜃 𝐷#"

𝑃*𝜑# = 𝜑#(𝐷%"𝜃) = 𝜑#(𝐹𝜃) = cos 𝜃 − 120& = sin 120& sin 𝜃 + cos 120& cos 𝜃

𝑃*𝜑# ==
(

𝜑(𝐷(# = 𝜑"𝐷"# + 𝜑#𝐷## = sin 𝜃 𝐷"# + cos 𝜃 𝐷##

𝐷: + 𝐷𝑟 = 𝑟
𝐷𝜃 = 𝜃 + 120&;
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−
1
2 −

3
2

3
2 −

1
2

𝐷(𝐷) =
−
1
2

3
2

−
3
2

−
1
2

120& → 240&

𝜑"(𝑟, 𝜃) = sin 𝜃
𝜑#(𝑟, 𝜃) = cos 𝜃𝐹: H 𝐹𝑟 = 𝑟

𝐹𝜃 = 𝜃 − 120∘

𝐷, 𝐹互逆



所以正三角形对称群D3的表示为：
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求群表示的方法之二：以x, y, z为变量的函数空间

例：两种原子组成的四方晶体的对称操作所组成的群的表示

             a = b ¹ c

共有八个对称操作使晶格保持不变：

E：不动，

C2(z)：绕z轴的2-度转动，

C2(x)和C2(y) ：绕x轴和y轴的2-度转动，

s1和s2：关于对角平面((𝑦 = 𝑥和𝑧轴）和

（𝑦 = −𝑥和𝑧轴）)反射

iC4和iC4-1：关于z轴4-度转动接着中心反演

x

y

z



选三个函数作为基矢建立一个3-维函数空间

H
𝜑#(𝑟) = 𝑥
𝜑'(𝑟) = 𝑦
𝜑&(𝑟) = 𝑧

用八个对称操作作用到三个基矢，例如：

𝐶#(𝑧)𝜑" = 𝐶#(𝑧)%"	[𝑥] = [−𝑥] = −𝜑"
𝐶#(𝑦)𝜑" = 𝐶#(𝑦)%"𝑥] = [−𝑥] = −𝜑"
𝐶#(𝑥)𝜑" = 𝐶#(𝑥)%"[𝑥] = [+𝑥] = 𝜑"
𝜎"𝜑" = 𝜎"%"[𝑥] = [𝑦] = 𝜑#
𝜎#𝜑" = 𝜎#%" 𝑥 = −𝑦 = −𝜑#

𝑖𝐶4𝜑" = (𝑖𝐶+)%" 𝑥 = 𝑖𝐶+%" 𝑥 = −y
𝑖𝐶+%"𝜑" = 𝑖𝐶4 𝑥 = 𝑖𝐶4 𝑥 = [y]
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自逆

𝑃,𝜑(𝑟) = 𝜑(𝑅%"𝑟)



E C2(z) C2(x) C2(y) s1 s2 iC4 iC4-1
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24次操作的结果:
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𝑃$𝜑T =J
U

𝜑U𝐷UT(𝑅) ,即(𝜑#! , 𝜑'! , 𝜑&! ) = (𝜑#, 𝜑, 𝜑&)𝐷(𝑅)

根据函数变换的基本公式

则可以求得3-维表示。例如对于D(C2(z))
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所以这个3-维表示为：
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为方块对角矩阵，为右下角元素组成的1-维不可约表示D(1)

及左上角元素组成的2-维不可约表示D(2)，则3-维可约表示
可写成直和的形式：

)()()( )2()1( aDaDaD Å=

所以用(x, y, z)为基矢求得的表示是可约化的。



1）正交定理

     

取𝜇 = 𝜌, 𝜈 = l，并对𝜇和𝜈求和得：

    

即 ∑$∈W 𝜒T 𝑅 ∗𝜒U 𝑅 = 𝑔𝛿TU                                               
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特征标的性质 

特征标           

                                         这是群元素𝑅Î𝐺在第 𝑗套表示中的特征标。 

𝜒( 𝑅 = 𝑡𝑟𝐷( 𝑅 = =
/2"

3!

𝐷//
( 𝑅

mj

1
𝑔
J
$∈W

𝐷_`T 𝑅 ∗𝐷ab
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=
,∈.

𝜒" 𝑅 ∗𝜒# 𝑅 = 1×2 +1×0 + 1×0 + 1×0 + 1×(−1) + 1×(−1) = 0 = 𝑔𝛿"#

E        A          B             C               D              F
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1        1           1              1                1              1

正三角形D3的不可约表示：
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𝜒# 𝑅 ∗𝜒# 𝑅 = 2×2 +0 + 0 + 0 + (−1)×(−1) + (−1)×(−1) = 6 = 𝑔𝛿##



2）特征标是相似变换下的不变量，故有：

    ⅰ）等价表示具有相同的特征标

    ⅱ）同一共轭元素类中诸元素具有相同的特征标

         （实际上，特征标是类的函数）

证：若S同R共轭，则𝑆 = 𝑇"#𝑅𝑇，T，S，R ÎG

则

    

        

    设群G有S个类，第𝛼类含ℎ𝛼个元素（群元素个数）， 则第二正

交关系改写为：                                      

                                                                         

𝐷 𝑆 = 𝐷 𝑇"#𝑅𝑇 = 𝐷 𝑇"# 𝐷 𝑅 𝐷 𝑇

𝜒 𝑆 = 𝜒 𝑇"#𝑅𝑇 = 𝑡𝑟 𝐷 𝑇"# 𝐷 𝑅 𝐷 𝑇 = 𝑡𝑟 𝐷 𝑇 𝐷 𝑇"# 𝐷 𝑅

= 𝑡𝑟 𝐷 𝐸 𝐷 𝑅 = 𝑡𝑟𝐷 𝑅 = 𝜒 𝑅

J
de#

f

ℎd𝜒dT∗𝜒d
U = 𝑔𝛿TU



3) 一个可约表示的特征标，等于约化后各不可约
表示的特征标之和

𝐷 =J
U

⊕𝑎U𝐷U(𝑅)

𝜒(𝑅) =J
U

𝜒U(𝑅)𝑎U

J
$∈W

𝜒T(𝑅)∗ 𝜒(𝑅) = J
$∈W

J
U

𝜒T(𝑅)∗𝜒U(𝑅)𝑎U

=J
U

J
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𝜒T(𝑅)∗𝜒U(𝑅) 𝑎U

=J
U

𝛿TU𝑔 𝑎U = 𝑔𝑎T

𝑎T =
1
𝑔
J
$∈W

𝜒T 𝑅 ∗𝜒(𝑅) =
1
𝑔
J
g

ℎg 𝜒T(𝐶)∗𝜒(𝐶)

类𝐶的群元数目

第j个不可约表示在可约
表示中出现的次数, 称为
约化系数



相关推论：

(a) 如果给定这个表示的特征标系与某一个不可约表示的
特征标系 𝜒WT  完全相同，那么，给定的表示是不可约表示，
而且与 𝐷WT   等价。

约化系数𝒂𝒊被唯一确定

(b) 如果给定的表示的特征标系与任何一个不可约表示的
特征标系都不同，那么这个表示肯定是可约表示。
利用约化系数的公式可将其约化。



4）不可约表示的判据

∑$∈W 𝜒 𝑅 ∗𝜒 𝑅 = 𝑔或 ∑g ℎg𝜒 𝐶 ∗𝜒 𝐶 = 𝑔

证明： 已知
𝜒(𝑅) =,

$

𝜒$(𝑅)𝑎$

𝜒(𝑅)∗ =,
$

𝜒$(𝑅)∗𝑎U∗

两式相乘 1
𝑔=
,∈.
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1
𝑔=
,∈.

=
'
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(

𝜒((𝑅)𝑎(

=
1
𝑔$

"#

𝑎"∗ 𝑎# $
%∈'

𝜒"(𝑅)∗ 𝜒#(𝑅)

=
1
𝑔$

"#

𝑎"∗ 𝑎#𝛿"#𝑔

=$
"

|𝑎" |(

只有某个𝑎T = 1，
成为不可约表示𝐷WT本身，
其它系数都为0
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1        1           1              1                1              1
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𝜒 𝑅 ∗𝜒 𝑅 = 𝑔用判据检测上述表示的不可约性
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