
IV. 正规(regular)表示

矢量空间的矢量可以是各种各样的数学对象，现在用
一个群𝐺 = {𝐸, 𝐴, 𝐵, . . , 𝑅, 𝑆, … }中的各个群元作为基矢，
定义加法、数乘和内积， 建立一个矢量空间，称为
群元空间

群元空间的维度是？ 𝑔
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群元空间中的算符

把群元本身当成算符，算符对群元空间中的每个基矢
（也是群元）的作用就是群乘得到另一个基矢
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正规（正则）表示

表示空间为群元空间，群元本身作为此空间的变换算符
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称为A的正规表示
（regular representation）

正规表示和特征标表 

DEACBFF
EFBACDD
BAEFDCC
ACDEFBB
CBFDEAA
FDCBAEE
FDCBAEC n3

𝐸

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

! 1 0
1

1
1

0 1
1

𝐴

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐴
𝐸
𝐷
𝐹
𝐵
𝐶

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

! 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

正规表示 



𝐵

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐵
𝐹
𝐸
𝐷
𝐶
𝐴

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

! 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0

𝐶

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐶
𝐷
𝐹
𝐸
𝐴
𝐵

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

! 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

𝐷

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐷
𝐶
𝐴
𝐵
𝐹
𝐸

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

! 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

𝐹

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

!

=

𝐹
𝐵
𝐶
𝐴
𝐸
𝐷

!

=

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

! 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0

此类表示称为（左）
正规表示。 𝐴"

𝐴#
𝐴$
⋮
𝐴%
⋮
𝐴&

!

=

𝐴"𝐴#
𝐴"𝐴$
⋮

𝐴"𝐴%
⋮

𝐴"𝐴&

!

=

𝐴#
𝐴$
⋮
𝐴%
⋮
𝐴&

!

𝐷 𝐴" =

+
'

𝐴'𝐷 𝐴" '#

+
'

𝐴'𝐷 𝐴" '$

⋮

+
'

𝐴'𝐷 𝐴" '%

⋮

+
'

𝐴'𝐷 𝐴" '&

!
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正规表示有如下性质：

1）正规表示一般是可约的：

2）𝜒 𝐴! = /
∑" 1 = 𝑔 (𝐴! = 𝐸)
0 (𝐴! ≠ 𝐸)

3）𝐷 = ∑#⊕𝑎#𝐷#  ，而𝑎# =
$
%
∑&∈( 𝜒 𝑅 𝜒# 𝑅 ∗

       对正规表示

 𝑎# =
$
%
∑&∈( 𝜒 𝑅 𝜒# 𝑅 ∗ = $

%
𝜒 𝐸 𝜒# 𝐸 ∗ = $

%
𝑔𝜒# 𝐸 = 𝑚#

  即𝐷中有𝑚𝑗个相同的表示矩阵𝐷# （不可约）

𝑎# = 𝑚# ≠ 0

           每个不可约表示都出现



2，Burnside定理:一个群全部不可约表示的维数的平方和，等于

群𝑮的阶。

     

   

证明：

𝑚$
* +𝑚*

* +⋯+𝑚"
* = 𝑔

𝑔 = 𝜒 𝐸 =<
#

𝑎#𝜒# 𝐸 =<
#

𝑚#𝑚# =<
#

𝑚#*

1，在正规表示中，群𝑮的每一个不可约表示都出现，而且

每个不可约表示的出现次数等于这个表示的维数。

不可约表示的维数定理：

正规表示的维数



正交性关系

1
𝑔
<
&∈(

𝐷+,- 𝑅 ∗𝐷./
# 𝑅 =

1
𝑚#

𝛿-#𝛿+.𝛿,/

<
&∈(

𝜒- 𝑅 ∗𝜒# 𝑅 = 𝑔𝛿-#

不可约表示矩阵元

特征标



𝑉-!0 =<
&

𝑅 𝑉-!0 =<
&

𝑅
𝑙-
𝑔
𝐷!0- 𝑅

{1, 1, 1, 1, 1, 1} 

{1, -1, -1, -1, 1, 1}
𝐷1 群有三组不可约表示：

1 0
0 1

1 0
0 −1

−
1
2

3
2

3
2

1
2

−
1
2

−
3
2

−
3
2

1
2

−
1
2

3
2

−
3
2 −

1
2

−
1
2

−
3
2

3
2 −

1
2

对
矢
量
空
间
的
理
解

"
#

1
1
1
1
1
1

，
"
#

1
−1
−1
−1
1
1

，
"
$

1
1

−1/2
−1/2
−1/2
−1/2

，
"
$

0
0
$
%

− $
%
$
%

− $
%

，
"
$

0
0
$
%

− $
%

− $
%
$
%

，
"
$

1
−1
1/2
1/2
−1/2
−1/2

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

𝑉$$$, 𝑉*$$, 𝑉1$$, 𝑉1$*, 𝑉1*$, 𝑉1**
𝑔 = ∑- 𝑙-* 个矢量



完备性关系 
(第二正交性关系)

不可约表示矩阵元

特征标

<
-8$

"

<
+8$

9,

<
,8$

9,

𝑙- 𝐷+,- 𝑅 ∗𝐷+,- 𝑆 = 𝑔𝛿&:

ℎ9<
-8$

"

𝜒-(𝐶9)∗𝜒-(𝐶;) = 𝑔𝛿9;

对不可约表示求和

第𝑙类的群
元个数

一组表示矢量构成群元空间的一组基矢，
群元空间中的一切矢量可以用这组基矢
的叠加展开，这就是表示矢量的完备性。

Page: 93-95

𝑉-!0 =<
&

𝑅
𝑙-
𝑔
𝐷!0- 𝑅

𝑔 = ∑- 𝑙-* 个矢量



𝑉-!0 =<
&

𝑅 𝑉-!0 =<
&

𝑅
𝑙-
𝑔
𝐷!0- 𝑅

"
#

1
1
1
1
1
1

，
"
#

1
−1
−1
−1
1
1

，
"
$

1
1

−1/2
−1/2
−1/2
−1/2

，
"
$

0
0
$
%

− $
%
$
%

− $
%

，
"
$

0
0
$
%

− $
%

− $
%
$
%

，
"
$

1
−1
1/2
1/2
−1/2
−1/2

𝐸
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐹

𝑉$$$, 𝑉*$$, 𝑉1$$, 𝑉1$*, 𝑉1*$, 𝑉1**
𝑔 = ∑- 𝑙-* 个矢量

𝐸: 1 1 2 0 0 2 / 6

𝐴: 1 −1 2 0 0 − 2 / 6

𝐵: 1 −1 − 2/2 6/2 6/2 2/2 / 6

𝐶: 1 −1 − 2/2 − 6/2 − 6/2 2/2 / 6

𝐷: 1 1 − 2/2 6/2 − 6/2 − 2/2 / 6

𝐹: 1 1 − 2/2 − 6/2 6/2 − 2/2 / 6

𝑙!
𝑔
𝐷"#! 𝑅

完备性关系

正交性关系



𝑥 𝑥′ = 𝛿 𝑥 − 𝑥$

∑% 𝑥 ⟩𝜓% ⟨𝜓%|𝑥′ = ∑%𝜓%(𝑥)𝜓%(𝑥′)∗ = 𝛿 𝑥 − 𝑥$

第二行是插入完备性关系 ∑% ⟩|𝜓% ⟨𝜓%| = 𝐼展示出的正交性。
但是完备性关系里也藏着正交性，如果 ⟩|𝜓% 不互相正交，
得不到完备性这个等式关系，在这个意义上， ∑% ⟩|𝜓% ⟨𝜓%| = 𝐼
也被称为正交完备关系。

一个Hilbert空间是完备的，其任一Cauchy序列的范数
是有限的（即使讨论无穷维度），这保证了距离（内积）定义的
有效性，也使得Cauchy序列不“跑出”空间，保证空间完备性。

∥ 𝑥 ∥'= S
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*
1
𝑛

'

=
𝜋'

6 ≈ 1.6449



Q： What is the intuitive picture that the rank of rows equals the rank
of columns in a matrix ?

𝑀 = 𝑢𝜆𝑣! =&
"#$

%

𝜆"𝑢"𝑣"

𝑢" ， 𝑣" 分别为正交向量集

𝑟 ∶ 矩阵𝑀 的 rank

𝑢" 𝑣"!

𝑚×𝑛

𝑚
entrie
s 𝑛 entries



<
Z8$

[

ℎZ𝜒Z-∗𝜒Z
# = 𝑔𝛿-# 1

一个有限群的不等价不可约表示的总数𝑟与群中类的数目𝑐相等

𝑟 = 𝑐

取 1 式中 𝑖 = 𝑗 <
Z8$

[

ℎZ𝜒Z-∗𝜒Z\ = 𝑔

<
-8$

"

<
Z8$

[

ℎZ𝜒Z-∗𝜒Z\ =<
-8$

"

𝑔 = 𝑟𝑔 (1])

对表示求和

对类求和

正交性:



取 𝐶9 = 𝐶; = 𝐶 →  ℎZ<
-8$

"

𝜒Z-∗𝜒Z\ = 𝑔

对类求和 

<
Z8$

[

ℎZ<
-8$

"

𝜒Z-∗𝜒Z\ = <
Z8$

[

𝑔 = 𝑐𝑔 (2])

比较(1]) (2])

𝑟 = 𝑐

完备性:     ℎ9 ∑-8$" 𝜒-(𝐶9)∗𝜒-(𝐶;) = 𝑔𝛿9;（2）

第𝑙类的群元个数



不等价不可
约表示个数

正交完全关系和特征标表 
特征标表：

    

特征标表中𝑟 = 𝑐	：类的数目等于不等价不可约表示的数目。 

𝐶$ 𝐶* ⋯ 𝐶- ⋯ 𝐶[
𝐷$ 𝜒$$ 𝜒*$ ⋯ 𝜒-$ ⋯ 𝜒[$

𝐷* 𝜒$* 𝜒** ⋯ 𝜒-* ⋯ 𝜒[*
⋮ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝐷# 𝜒$

# 𝜒*
# ⋯ 𝜒-

# ⋯ 𝜒[
#

⋮ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝐷" 𝜒$" 𝜒*" ⋯ 𝜒-" ⋯ 𝜒["

𝑟 = 𝑐

𝑟 = 𝑐

类数

𝑟个表示，
𝑐个类



特征标的正交完备关系表明：

特征标 𝜒-(𝐶;)构成 共轭类的函数（类的函数）的完备基。

群空间的完备性：𝐹 𝑔$ = ∑-9^
$
;,
𝑐9^- 𝐷9^- (𝑔$)

𝐹 𝑔$ =<
-9

1
𝑚-

𝑐99- 𝜒-(𝑔$)

The characters, 𝜒- 𝑔 , of the independent irreducible representations
form a complete, orthonormal basis set of the functions that are 
constant on conjugate classes.
（同一个类的不同类元在𝐹映射下得到同样的值）
参看（1.81）-（1.85）in Lie algebras in particle physics by George



例如： 𝐷1群有三组表示，它也只有三个类。

{1, 1, 1, 1, 1, 1} 

{1, -1, -1, -1, 1, 1}

𝐷1 群有三组不可约表示：

𝐷1 群的三个类：

E  自成一类

A，B，C组成一类

   D、F组成一类    

 

1 0
0 1

1 0
0 −1

−
1
2

3
2

3
2

1
2

−
1
2 −

3
2

−
3
2

1
2

−
1
2

3
2

−
3
2

−
1
2

−
1
2 −

3
2

3
2

−
1
2



定理：若以某一共轭元素类在各个不可约表示的特征标为分量构

成矢量，则各个类所代表的矢量正交：

    
                                        —— 完备性

例：                                           三个类，特征标为

                    C1 C2 C3
设特征标为：

    

    

       利用三个正交关系方可求得𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑（取实数） 

𝐷&: 𝐸 , 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐹

𝐶$ 3𝐶* 2𝐶1
一维 𝐷$ 1 1 1
一维 𝐷* 1 𝑎 𝑏
二维 𝐷1 2 𝑐 𝑑

第𝑙类的群元个数

ℎ9<
-8$

"

𝜒-(𝐶9)∗𝜒-(𝐶;) = 𝑔𝛿9;



解法1：利用完备性

    当                    时，得                                                    —（1）

                            时，得                                                    —（2）

                            时，得                                                    —（3）

                            时，得                                                    —（4）

                            时，得                                                    —（5）

联立	(1~4)式解得两组解： 𝑎 = −1, 𝑏 = 1 , 𝑐 = 0, 𝑑 = −1；

𝑎 = −1, 𝑏 = −7/5 , 𝑐 = 0, 𝑑 = 1/5这组

解不满足	(5) 式，舍。（所有的正交性关系都应满足）

𝑙 = 𝑚 = 2 3 1 + |𝑎|! + |𝑐|! = 6 ⇒ |𝑎|! + |𝑐|! = 1

𝑙 = 1,𝑚 = 2 1 + 𝑎 + 2𝑐 = 0

𝑙 = 1,𝑚 = 3 1 + 𝑏 + 2𝑑 = 0

𝑙 = 𝑚 = 3 2 1 + |𝑏|' + |𝑑|' = 6

𝑙 = 2,𝑚 = 3 1 + 𝑎∗𝑏 + 𝑐∗𝑑 = 0

ℎ9<
-8$

"

𝜒-(𝐶9)∗𝜒-(𝐶;) = 𝑔𝛿9;



解法1：利用完备性

解得 𝑎 = −1, 𝑏 = 1 , 𝑐 = 0, 𝑑 = −1, 则有

𝐶$ 3𝐶0 2𝐶&
一维 𝐷$ 1 1 1
一维 𝐷0 1 −1 1
二维 𝐷& 2 0 −1

𝐷&: 𝐸 , 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐹

ℎ9<
-8$

"

𝜒-(𝐶9)∗𝜒-(𝐶;) = 𝑔𝛿9;

𝐶- 3𝐶. 2𝐶/
一维 𝐷- 1 1 1
一维 𝐷. 1 𝑎 𝑏
二维 𝐷/ 2 𝑐 𝑑

𝐶$, 𝐶0 , 𝐶&

列
正
交
性



解法2：用正交性

    当                     ，得

                             ，得

                             ，得

                              ，得

                              ，得

       解之得 𝑎 = −1, 𝑏 = 1，𝑐 = 0, 𝑑 = −1,

𝑖 = 1, 𝑗 = 2 1×1 + 3𝑎 + 2𝑏 = 0

𝑖 = 1, 𝑗 = 3 1×2 + 3𝑐 + 2𝑑 = 0

𝑖 = 2, 𝑗 = 2

𝑖 = 2, 𝑗 = 3 1×2 + 3𝑎∗𝑐 + 2𝑏∗𝑑 = 0

𝑖 = 3, 𝑗 = 3 4 + 3|𝑐|' + 2|𝑑|' = 6

𝐷&, 𝐸 , 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐷, 𝐹

<
98$

[

ℎ9𝜒-(𝐶9)∗𝜒#(𝐶9) = 𝑔𝛿-#

行正交性

1×1 + 3|𝑎|' + 2|𝑏|' = 6

特征标表

𝐶) 3𝐶' 2𝐶+
一维 𝐷) 1 1 1
一维 𝐷' 1 𝑎 𝑏
二维 𝐷+ 2 𝑐 𝑑

𝐶) 3𝐶' 2𝐶+
一维 𝐷) 1 1 1
一维 𝐷' 1 −1 1
二维 𝐷+ 2 0 −1

还有另外
一组解吗？



解法2：用正交性

    当                      得

                              得

                              得

                              得

                              得

       解之得 𝑎 = −1, 𝑏 = 1，𝑐 = 0, 𝑑 = −1,

𝐷1, 𝐸 , 𝐴, 𝐵, 𝐶 𝐷, 𝐹

<
98$

[

ℎ9𝜒-(𝐶9)∗𝜒#(𝐶9) = 𝑔𝛿-#

行正交性

特征标表

𝐶) 3𝐶' 2𝐶+
一维 𝐷) 1 1 1
一维 𝐷' 1 𝑎 𝑏
二维 𝐷+ 2 𝑐 𝑑

𝐶$ 3𝐶0 2𝐶&
一维 𝐷$ 1 1 1
一维 𝐷0 1 3/5 −7/5
二维 𝐷& 2 −4/5 1/5

可以是这
一组解吗？

No			-------
𝐷*表示不可
被幺正化！

𝑖 = 1, 𝑗 = 2, 1×1 + 3𝑎 + 2𝑏 = 0

𝑖 = 1, 𝑗 = 3, 1×2 + 3𝑐 + 2𝑑 = 0

𝑖 = 2, 𝑗 = 2,

𝑖 = 2, 𝑗 = 3, 1×2 + 3𝑎 ∗ 𝑐 + 2𝑏 ∗ 𝑑 = 0

𝑖 = 3, 𝑗 = 3 , 4 + 3|𝑐|' + 2|𝑑|' = 6

1×1 + 3|𝑎|' + 2|𝑏|' = 6



Burnside定理：有限群所有不等价不可约表示维数平方和等于群

的阶数：               

                        
<
#

𝑚#* = 𝑔

群𝐺共有 𝑐（与群的类的个数相等）套不等价不可约幺正

表示：

 维数： 𝑚1, 𝑚2, ⋯ 𝑚𝑗 , ⋯ 𝑚𝑐

则

                                  （𝐺的阶） 

𝐷$, 𝐷*, ⋯𝐷#, ⋯𝐷[

𝑚$
* +𝑚*

* +⋯+𝑚#* +⋯+𝑚[
* = 𝑔

有限群的群元为𝑔个取值，群元空间为𝑔维，所以只有𝑔个线性无
关的群函数，矢量空间中线性无关的矢量(由群函数构建，参见
P91)数目不能大于空间的维数 。 群表示矩阵元是群函数。



四阶群：  𝐺 = {𝐸, 𝐴, 𝐵, 𝐶} 两种可能的群表  

𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐵 𝐶 𝐸
𝐵 𝐵 𝐶 𝐸 𝐴
𝐶 𝐶 𝐸 𝐴 𝐵

循环群：
𝐵=𝐴*,
𝐶=𝐵𝐴 = 𝐴1,
𝐺={𝐸, 𝐴, 𝐴* , 𝐴1}

问：此群有几个不等价不可约表示？

𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐸 𝐶 𝐵
𝐵 𝐵 𝐶 𝐸 𝐴
𝐶 𝐶 𝐵 𝐴 𝐸

非循环群：

𝐴*= 𝐵*= 𝐶* = 𝐸



一维显然表示

E C2(z) C2(x) C2(y) s1 s2 iC4 iC4-1

D1

D2

D3

1

1

1

1

−1

1

−1

1

1

1

1

1

−1

1

−1

1

1 0
0 1

−1 0
0 1

1 0
0 −1

−1 0
0 −1

0 −1
1 0

0 1
−1 0

0 −1
−1 0

0 1
1 0

1* + 2* + 1* = 6

下面三个表示是否是此群全部的不可约表示？
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÷
÷
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ç
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÷
÷
÷
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ç
ç
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-
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÷
÷
÷
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ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷
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ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

-
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
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))((;
100
010
001

))((;
100
010
001
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特征标给出的信息：
特征标是类的函数，

表示          ： 元素1,2自成一类，3,4,5,6,7,8
                                 特征标相同（为0）

进入下一轮筛选

表示 ：         元素5,6表示矩阵与3,4,7,8的不一样

直接从计算的角度：（5,6）；（3,4）；（7,8）
三个类里每个类中的两个元素表示矩阵差一个符号

2D

1D

表示矩阵依次为：2D 𝐼, −𝐼, 𝜎j, −𝜎j, 𝜎k, −𝜎k, −𝑖𝜎l, 𝑖𝜎l

𝜎-, 𝜎# = 2𝛿-#, [𝜎-, 𝜎#] = 2𝑖𝜀-#^𝜎^Pauli矩阵性质：



特征标表的另一种求法 -----类和法

(a) 矢量的群乘： 群元空间中按照群的运算得出的第三个矢量。
如在 𝐷1 群中， 

(𝐴 + 3𝐵)(2𝐷 + 𝐹⃑) = 2 𝐴𝐷 + 𝐴𝐹⃑ + 6𝐵𝐷 + 3𝐵𝐹⃑

= 2𝐵 + 𝐶+ 6𝐶 + 3𝐴
= 2𝐵 + 7𝐶 + 3𝐴

(b)类和矢量： 同一个类  𝐶- 的全部群元（基矢）的和

k
k

ijkji CcCC
 ~~~ å=

å
Î

=
iCR

i RC
~

2. 类和定理 （a）

1.定义



（b）若类  𝐶-，𝐶#，𝐶^ 三个类在同一个不可约表示中的特征标为

，kji ccc ,,

å=×
k E

k
kijk

E

i
j

E

i
i hchh

c
c

c
c

c
c
则

证：令𝐷-为𝐶- 各元的表示矩阵之和，即

å
Î

=
iCR

i RDD )(

ii DXDDXD =)()(1-

GXDXDXDD ii Î"= ,)()( 舒尔引理

0ID ii h= iEiii ltrD hch ==则



另一方面，从表达式直接开始 å
Î

=
iCR

i RDD )(

ii
CR

iC
CR

i hChRRtrDtrD
i

i

i

ccc ==== åå
ÎÎ

)()()(

iiiE h chc =
E

i
ii h
c
ch =

表示矩阵与类矢量满足相同的表达式

å=
k

kijkji DcDD
0ID ii h=

å=
k

kijkji c hhh

（*）

（*）
E

k
k

k
ijk

E

j
j

E

i
i hchh

c
c

c
c

c
c å=



（c）类和法求特征标表

𝐷1群的三个类和矢量：

FDCCBACEC


+=++== 321
~,~,~

3122
~3~3~~ CCCC


+=

3,3 223221 == cc
k

k
ijkji CcCC
 ~~~ å=

2,~2~~
232232 == cCCC 有



2,~2~~
322223 == cCCC 有



1,2,~~2~~
3333313133 ==+= ccCCCC 有





求𝐷1群的一维表示，此时 1=Ec

1,2,~~2~~
3333313133 ==+= ccCCCC 有



E

k
k

k
ijk

E

j
j

E

i
i hchh

c
c

c
c

c
c å=

33133 2221222 ccccc +=+××=×

1,12 -=c

3122
~3~3~~ CCCC


+= 3,3 223221 == cc

，）（ 912311333 322 ==××+××=× ccc

𝜒1 = 1, −
1
2
（舍） 不可能构成

一维幺正表示



两个一维表示

11-1
111
23

2

1
321

D
D

CCC

一维

一维

求二维表示的特征标

课堂练习



三个二维表示的特征标表

102
22-2
222
23

3

2

1
321

-E
E
E

CCC

二维

二维

二维

前两个二维表示的特征标，是前两个一维表示的两倍

222

111

DDE
DDE

Å=

Å= ，

只有𝐸1是独立的二维表示



综合一维二维表示，可得

1-02
11-1
111
23

3

2

1
321

D
D
D

CCC

二维

一维

一维

求特征标表，可以多种武器混合使用



Burnside定理的意义为：𝑚𝑗维的表示中可有𝑚𝑗
2个独立的变量，可

承担独立的群函数的任务，但它的空间不

会大于𝐺的空间。 

即：𝑚𝑗维表示中线性独立（互相正交）的矢量个数有𝑚𝑗
2个，∴

所有表示的线性独立的矢量个数∑# 	𝑚#*不会超过群空间的维数。 

当𝑖 = 𝑗, 𝜇 = 𝜈, 𝜌 = 𝜆  时， /
0
∑1∈3𝐷456 𝑅 ∗𝐷89

: 𝑅 = /
;,
𝛿6:𝛿48𝛿59                                                       

   变为： ∑1∈3 𝐷456 𝑅 < = 0
;-

                           即每个矢量的长度都为 0
;-



二维表示：

    

    

 

𝐷0 𝐸 = 1 0
0 1 , 𝐷0 𝐴 = 1 0

0 −1 , 𝐷0 𝐵 =
−
1
2

3
2

3
2

1
2

𝐷' 𝐶 =
−
1
2

−
3
2

−
3
2

1
2

, 𝐷' 𝐷 =
−
1
2

3
2

−
3
2 −

1
2

, 𝐷' 𝐹 =
−
1
2

−
3
2

3
2 −

1
2

满足 ∑&∈( 𝜒 𝑅 ∗𝜒 𝑅 = 𝑔 ，表示矩阵不可约。 

正三角形群𝐷1的不可约表示：
𝐸 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐹



这套表示所构成的矢量有：

    

    

 𝐷1	: 𝑔 = 6，而现只有四个矢量，按Burnside定理，还应有两个矢量

，即：{1, 1, 1, 1, 1, 1}和{1, −1,−1,−1, 1, 1}

长度均为       ，并且同上面四个矢量也是正交的。 

𝑃$$ = 1,1, −
1
2
,−
1
2
,−
1
2
,−
1
2

𝑃$0 = 0,0,
3
2 , −

3
2 ,

3
2 , −

3
2

𝑃0$ = 0,0,
3
2
, −

3
2
,−

3
2
,
3
2

𝑃00 = 1,−1,
1
2 ,
1
2 , −

1
2 ,−

1
2

6
1 = 6

这四个矢量长度均为

它们相互正交。

这四个矢量是线性独立的，

但也只有四个。

𝑔
𝑚#

=
6
2
= 3



群表示的性质总结

1．定理：有限群表示为不可约的充要条件是
$
%
∑&∈( 𝜒 𝑅 * = 1

      证: 有𝑅Î𝐺，表示为𝐷(𝑅)

若𝐷(𝑅)不可约，则

2．    

       (Burnside 定理) 共𝑟套表示，𝑚𝑖为第𝑖套表示的维数。

3．不等价不可约表示的数目(𝑟)等于群的共轭元素类的数目(𝑐) 

S
.∈0

𝜒 𝑅 ' = S
.∈0

S
1

𝑎1𝜒1 𝑅 S
1"
𝑎1"𝜒1

" 𝑅 ∗ =S
1

S
1"
𝑎1𝑎1" S

.∈0

𝜒1 𝑅 𝜒1" 𝑅 ∗

=&
33&

𝑎3𝑎3&𝑔𝛿33& =&
3

𝑎30𝑔 = 𝑔 𝑎$0 + 𝑎00 +⋯

S
.∈0

𝜒 𝑅 ' = 𝑔

𝑚$
0 +𝑚0

0 +⋯+𝑚%
0 = 𝑔 &

"#$

%

𝑚"
0 = 𝑔



例1：Abel群的表示：（Abel群中每一个元素自成一类）

令：𝑔为表示矩阵的个数，𝑐为类的数目，𝑟为不可约表示的独立

套数。

对Abel群：𝑔 = 𝑐 = 𝑟 又∵ 𝑚$
* +𝑚*

* +⋯+𝑚[
* = 𝑔

因此，只有一种可能 𝑚$= 𝑚* = ⋯ = 𝑚[ = 1

如𝑐n 𝑅 = 𝐶n, 𝑅* = 𝐶n*, 𝑅1 = 𝐶n1, ⋯ , 𝑅n = 𝐶nn = 𝐸 为Abel群

𝜒 𝑅n = /𝜒 𝐸 = 1
𝑡𝑟𝐷 𝑅n = 𝑡𝑟 𝐷 𝑅 n = 𝜒 𝑅 n = 1

𝜒 𝑅 = 1
$
n = 𝑒-

*o;
n ，𝑚 = 0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1

写出3阶阿贝尔群的特征标表



𝐸 𝑅 𝑅*
一维 𝐷$ 1 1 1
一维 𝐷* 1 𝑒-*o/1 𝑒-po/1
一维 𝐷1 1 𝑒-po/1 𝑒-*o/1

三个一维表示

循环群的循环：

{𝐸 𝑅 𝑅*}: 𝑅

{𝐸 𝑅* 𝑅p}: 𝑅*

{𝐸 𝑅1 𝑅q}: 𝑅1

𝜒 𝑅 = 1
)
% = 𝑒!

'23
%

写出4阶阿贝尔群的特征标表



𝐸 𝑅 𝑅*
一维 𝐷$ 1 1 1

一维 𝐷* 1
−1 − 3

2
−1 + 3

2

一维 𝐷1 1
−1 + 3

2
−1 − 3

2

问：这是三阶循环群的特征标表吗？

No, not even a representation!



群的直（接乘）积 
定义：设两个群𝑔𝑎（阶为ℎs）和𝑔𝑏（阶为ℎt ）只有单位元是公

共的，它们之间元素之积可对易，即：𝑎𝑖Î𝑔𝑎, 𝑏𝑗Î𝑔𝑏，有

𝑎-𝑏# = 𝑏#𝑎-, 𝑖 = 1,2,⋯ℎs, 𝑗 = 1,2,⋯ℎt
             那么按群G的乘法得到的ℎsℎt个元素{𝑎𝑖𝑏𝑗}也构成一个群，

称为𝑔𝑎和𝑔𝑏的直积群，记为：𝑔s⊗𝑔t ，𝑔𝑎和𝑔𝑏称为直积

因子。

证：封闭性： 𝑎-𝑏#𝑎-1𝑏#1 = 𝑎-𝑎-1𝑏#𝑏#1 = 𝑎-2𝑏#2 , ∈ 𝑔s⊗𝑔t

    逆元： 𝑎-𝑏#
u$ = 𝑎-u$𝑏#u$ ∈ 𝑔s⊗𝑔t

单位元： 𝐸s𝐸t = 𝐸 ∈ 𝑔s⊗𝑔t
          这样 𝑔s⊗𝑔t = 𝑔t⊗𝑔s = 𝐺   构成群。 



*直积群的不同直积因子（如 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 等）的元素是相互对易的，

但同一个直积因子中的元素可不对易（如𝑎𝑖, 𝑎𝑗等）。

    *直积因子𝑔𝑎和𝑔𝑏都是直积群 𝑔s⊗𝑔t  的正规子群

 对𝑏9 ∈ 𝑔t 取其共轭元

                             

    令 𝑎-𝑏# = 𝑥则𝑥𝑔t𝑥u$ = 𝑔t
    ∴ 𝑔𝑏是 𝑔s⊗𝑔t  的正规子群

    同理，𝑔𝑎也是𝑔s⊗𝑔t 的正规子群

kkii

ikiijljijilji

bbaa

abaabbbababba

==

==

-

----

1

1111 )()()(



表示的直积

矩阵的直积  (1) 定义   如果有两个矩阵𝛼，𝛽，其中，
𝛼是𝑚×𝑛 的矩阵，𝛽是p×𝑞 的矩阵,
𝛾是𝑚𝑝×𝑛𝑞 的矩阵，矩阵元关系满足

𝛾-#,^9 = 𝛼-^𝛽#9,
𝛾 = 𝛼 ⊗ 𝛽

γ是两个矩阵 𝛼，𝛽的直积，记作

𝜶 =
𝛼)) 𝛼)'
𝛼') 𝛼'' 𝜷 = 𝛽)) 𝛽)'

𝛽') 𝛽''

𝜸 =

𝛼))𝛽)) 𝛼))𝛽)'
𝛼))𝛽') 𝛼))𝛽''

𝛼)'𝛽)) 𝛼)'𝛽)'
𝛼)'𝛽') 𝛼)'𝛽''

𝛼')𝛽)) 𝛼')𝛽)'
𝛼')𝛽') 𝛼')𝛽''

𝛼''𝛽)) 𝛼''𝛽)'
𝛼''𝛽') 𝛼''𝛽''

= 𝛼))𝜷 𝛼)'𝜷
𝛼')𝜷 𝛼''𝜷



问：当 𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞任意取值，直积矩阵 的第 𝑎行
第 𝑏列元素是？ 

𝑎 = 𝑖 − 1 ×𝑝 + 𝑗, 𝑗 ∈ 1, 𝑝
𝑏 = 𝑘 − 1 ×𝑞 + 𝑙, 𝑙 ∈ 1, 𝑝

𝛾s,t = 𝛼-^𝛽#9,

(𝑖𝑗), (𝑘𝑙)



（2）定理

得证 𝛼 ⊗ 𝛽 𝛼̄ ⊗ p𝛽 = 𝛼𝛼̄ ⊗ 𝛽 p𝛽

证明：取上式左边矩阵的一个矩阵元

𝛼 ⊗ 𝛽 𝛼̄ ⊗ 2𝛽 6@,BC =3
:,;

𝛼 ⊗ 𝛽 6@,:; 𝛼̄ ⊗ 2𝛽 :;,BC

=3
:,;

𝛼6:𝛽@;𝛼̄:B 2𝛽;C =3
:,;

𝛼6:𝛼̄:B𝛽@; 2𝛽;C

= 𝛼𝛼̄ 6B 𝛽 2𝛽 @C = 𝛼𝛼̄ ⊗ 𝛽 2𝛽 6@,BC

若𝛾 = 𝛼 ⊗ 𝛽, 𝛾̄ = 𝛼̄ ⊗ p𝛽,则有

𝛼 ⊗ 𝛽 𝛼̄ ⊗ p𝛽 = 𝛼𝛼̄ ⊗ 𝛽 p𝛽



直积表示 （1）定义   群𝐺的两个表示 𝐷(s及𝐷(t ，
取这两个表示的直积，即

𝐷(𝐴) = 𝐷s(𝐴) ⊗ 𝐷t(𝐴), ∀𝐴 ∈ 𝐺成立	。
得到一个新的矩阵的集合𝐷( ,其中
𝐷( = 𝐷(s⊗𝐷(t,则有𝐷(也是群的一个表示，
称为直积表示。



直积群的表示

(1)两个可对易群的表示的直积，是直积群的表示

𝐺 = 𝐺s⊗𝐺t
𝐷 = 𝐷s⊗𝐷t

(2)直积群表示的特征标，是可对易群表示的特征标的乘积

𝜒{ = 𝜒{3𝜒{4



𝐶*| = 𝐶*⊗𝐶-

𝐶* = {𝐸, 𝑐*}, 𝐶- = {𝐸, 𝐼}

𝐶*| = {𝐸, 𝑐*, 𝐼, 𝜎|}

𝐸

𝐷4'

𝐷4(

𝑐*

1

-11

1

𝐸

𝐷5'

𝐷5(

𝐼

1

-11

1

𝐶* 𝐶-特征标表

绕垂直轴转动𝜋

水平镜面反射



𝐶*|群的特征标表： 𝜒{ = 𝜒{3𝜒{4

𝐼

𝐷p

𝜎|𝑐*𝐸

𝐷$

𝐷1

𝐷*

1

11

1

-1

-11

1 -1

1-1

1

1

-1-1

1 𝐷s5 ⊗𝐷t5

𝐷s5 ⊗𝐷t6

𝐷s6 ⊗𝐷t5

𝐷s6 ⊗𝐷t6

理解这种对应关系



比较4阶群的两种乘法表以及对应的特征标表：

𝐶6 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐵 𝐶 𝐸
𝐵 𝐵 𝐶 𝐸 𝐴
𝐶 𝐶 𝐸 𝐴 𝐵

𝑉 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐸 𝐸 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐸 𝐶 𝐵
𝐵 𝐵 𝐶 𝐸 𝐴
𝐶 𝐶 𝐵 𝐴 𝐸

4阶循环群 Klein自逆群

Q：各自的特征标表？



课后练习题10：

一个群的两个不等价不可约表示能有完全相同
的特征标吗？

课后练习题15：

（1）为什么在特征标表中，
除了第一列（单位元的特征标）外， 
没有哪一列全是正的；

（2）除了第一行（恒等表示）外，
没有哪一行全是正的。


