
物理
背景

与物理和⼯程相关的晶体场研究⽬的是探究原⼦系统特有的尖锐离散的能级和固体中典
型的⼤原⼦密度 。

例如我们考虑基于透明基质晶体（host crystal：杂质所掺杂的晶体）中稀⼟离⼦杂质能
级的布居数反转的各种激光。电⼦在固体中离⼦场中的运动的能级⼏乎与⾃由离⼦场中
运动的电⼦相同，因此基质晶体与离⼦之间的相互作⽤可以处理为微扰论。

群论在求晶体场中电⼦能级的简并度和对称性类型时起到⾄关重要的作⽤。

本章主要讨论晶体中杂质离⼦的点群对称性。晶体势𝑉!"#$决定点群对称性。进⽽给定完
全转动群的⼀些性质时（最重要的是转动𝛼⻆的特征标𝜒 $ 𝛼 和反演的特征标𝜒 $ 𝑖 	），
完全转动群的不可约表示⼀般总是作为更⾼对称性点群的⼦群的更
低对称性的点群的可约表示。如果表示是可约的，则能级的晶体场劈裂存在。

An orbital is a state of the Schroedinger equation for only one particle.

原子轨道的晶体场劈裂



我们聚焦于给出从更⾼对称性到更低对称性的例⼦。
考虑：
（a）能级的劈裂；
（b）劈裂能级的对称性类型；
（c）选择基函数使哈密顿量ℋ块对⻆化。
在晶体场记中我们写下晶体中孤⽴杂质的哈密顿量为：
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基质离⼦的微扰的晶体势𝑉!"#$作⽤在杂质离⼦上并降低其球对称性

点群对称性 完全转动群对称性

本章我们讨论的情况是微扰
晶体场𝑉!"#$和⾃旋轨道耦合
相⽐很强，将𝑉!"#$看成是主
要的微扰。强晶体场的例⼦
有基质晶体中的过渡⾦属离

⼦（Fe,Ni,Co,Cn等）。

𝜇 标记杂质离⼦核⾃旋，
只有⼀个杂质，不求和。
单个离⼦实，多电⼦



完全
转动
群

⾃由原⼦有完全的转动对称性，其与哈密顿量对易的对称性操作的数⽬有⽆穷多个，即
关于任意轴的所有𝐶-转动都是完全转动群的对称性操作。

球谐函数𝑌$,/ 𝜃, 𝜙 ——完全转动群的基函数：

𝑌$,/ 𝜃, 𝜙 =
2𝑙 + 1
4𝜋 D

𝑙 − 𝑚 !
𝑙 + 𝑚 !

0
'
𝑃$/ cos 𝜃 𝑒&/-

其中， 𝑌$,1/ 𝜃, 𝜙 = −1 /𝑌$,/ 𝜃, 𝜙 ∗。
连带勒让德多项式：

𝑃$/ 𝑥 = (−1)/ 1 − 𝑥'
!
"
3!

3!!
𝑃$ 𝑥 ,  𝑃$ 𝑥 = 0

'#$!
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3!#
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其中𝑥 = cos 𝜃。

同时， 𝑃$1/ 𝑥 = −1 / $1/ !
$5/ !

𝑃$/ 𝑥 。

勒让德多项式可以⽤⽣成函数产⽣：

1
1 − 2𝑠𝑥 + 𝑠'

=2
$6,

7

𝑃$ 𝑥 𝑠$



如图定义极⻆和⽅位⻆以及坐标系：



球谐函数𝑌$,/ 𝜃, 𝜙 ⽣成转动群的奇数维表示，且这些表示是不可约表示。对于⻆动量的每
个值，球谐函数都给我们提供了刚好2𝑙 + 1维的表示。

这些不可约表示可以从所谓的球谐函数的加法定理求得，如果改变极轴（即量⼦化轴），
则当𝑙 = 𝑙8时，“旧”的球谐函数𝑌$/ 𝜃, 𝜙 和“新”的球谐函数𝑌$$/$ 𝜃′, 𝜙′ 可由基函数的线性变
换联系起来。

O𝑃9𝑌$/ 𝜃′, 𝜙′ =2
/$

𝐷 $ 𝑅 /$/𝑌$/$ 𝜃, 𝜙

其中， O𝑃9为改变极轴的转动算符，矩阵𝐷 $ 𝑅 提供完全转动群的群元𝑅的2𝑙 + 1维表示。这
个式⼦和上⼀章的

O𝑃9 ⟩|𝛤:𝛼 =2
)

𝐷 ;% 𝑅 )< ⟩|𝛤:𝑗

显然是相似的。



在具有旋转对称性的系统中，𝑧轴的选取是任意的。我们可以选择算符 O𝑃<作𝛼⻆转动的转轴⽅向为𝑧
轴。使 O𝑃<作⽤在𝑌$,/ 𝜃, 𝜙 上时只影响球谐函数的𝜙⻆依赖。

O𝑃<𝑌$/ 𝜃, 𝜙 = 𝑌$/ 𝜃, 𝜙 − 𝛼

= −
2𝑙 + 1
4𝜋 D

𝑙 − 𝑚 !
𝑙 + 𝑚 !

0
'
𝑃$/ cos 𝜃 𝑒&/ -1<

= 𝑒1&/<𝑌$/ 𝜃, 𝜙
显然矩阵𝐷 $ 𝛼 /$/对𝑚是对⻆的。所以我们有，

𝐷 $ 𝛼 /$/ = 𝑒1&/<𝛿/$/
其中−𝑙 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙，导致

𝐷 $ 𝛼 =
𝑒1&$< 0

𝑒1& $10 <

⋱
0 𝑒&$<

转动𝐶<的特征标为⼀个⼏何级数：
𝜒 $ 𝛼 = Tr𝐷 $ 𝛼

O𝑃<的本征函数



𝜒 $ 𝛼 = Tr𝐷 $ 𝛼
= e1%$< +⋯𝑒&$<
= e1%$< 1 + 𝑒&< +⋯+ 𝑒&'$<

= e1%$<2
=6,

'$

𝑒&=<

= e1%$<
1 − 𝑒& '$50 <

1 − 𝑒&<

=
sin 𝑙 + 12 𝛼

sin 𝛼2

从⽽绕𝑧轴转动𝛼⻆的特征标为𝜒 $ 𝛼 =
>%? $5&" <

>%?'"



为了求反演算符𝑖的特征标，我们有
𝑖𝑌$/ 𝜃, 𝜙 = 𝑌$,/ 𝜋 − 𝜃, 𝜋 + 𝜙

= −
2𝑙 + 1
4𝜋

D
𝑙 − 𝑚 !
𝑙 + 𝑚 !

0
'
𝑃$/ cos 𝜋 − 𝜃 𝑒&/ @5-

= −
2𝑙 + 1
4𝜋 D

𝑙 − 𝑚 !
𝑙 + 𝑚 !

0
'
𝑃$/ −cos 𝜃 −1 /𝑒&/-

= −
2𝑙 + 1
4𝜋 D

𝑙 − 𝑚 !
𝑙 + 𝑚 !

0
'

−1 $5/𝑃$/ cos 𝜃 −1 /𝑒&/-

此处利⽤关系：

𝑃$/ −𝑥 = cos 𝑙 + 𝑚 𝜋𝑃$/ 𝑥 −
2
𝜋 sin(𝑙 + 𝑚)𝜋𝑄$

/ 𝑥

𝑖𝑌$/ 𝜃, 𝜙 = −1 $ 𝑌$/ 𝜃, 𝜙

因为 𝑙 + 𝑚 	为整数，
sin 𝑙 + 𝑚 𝜋 = 0， 
cos 𝑙 + 𝑚 𝜋 = (−1) $5/

𝑖的本征函数



𝑃$ 𝑥 =
1
2$𝑙!

𝑑$

𝑑𝑥$ 𝑥' − 1 $

𝑃$/ 𝑥 = 1 − 𝑥' ⁄/ ' 𝑑
/𝑃$ 𝑥
𝑑𝑥/

𝑥' − 1 $ is an even function of 𝑥,

𝑃$/ −cos 𝜃 = −1 $5/𝑃$/ cos 𝜃

exp 𝑖𝑚 𝜋 + 𝜙 = −1 /exp 𝑖𝑚𝜙

and we have 

𝑌$/ → −1 $5/ −1 /𝑌$/ = −1 $𝑌$/

或者这么看：



于是

𝜒 $ 𝑖 = 2
/61$

$

−1 $

= −1 $ 2𝑙 + 1

𝑆: = 𝐶:⊗𝜎B = 𝐶:/'⊗ 𝑖 (𝑛 = 2,6)
其中⊗表示直积。

𝑆: = 𝐶:⊗𝜎B = 𝐶:/'⊗ 𝑖 ∶ 𝜒($)(𝐶:/'⊗ 𝑖) = (−1)$
sin(𝑙 + 12)

4𝜋
𝑛

sin 2𝜋𝑛
对于镜⾯反射，如𝜎B， 𝜎F， 𝜎G我们可以利⽤关系，

𝜎B = 𝐶'⊗ 𝑖

𝜒($)(𝜎B) = 𝜒 $ (𝐶'⊗ 𝑖) = (−1)$
sin 𝑙 + 12 𝜋

sin 𝜋2
= (−1)$(−1)$ = 1



The actual calculation of the crystal field splitting depends on setting up a 
suitable Hamiltonian and solving it, usually in some approximation scheme.

The energy level degeneracy does not depend on the detailed Hamiltonian,
but only on its symmetry. Thus, the decomposition of the level degeneracies
in a crystal field is a consequence of the symmetry of the crystal field. 
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作为⼀个晶体场环境的例⼦，假设我们把⼀个顺磁离⼦（例如⼀个铁杂质）放到⼀个⽴
⽅基质晶体中，再假设这个杂质处于替位格点位置，被周围正⼋⾯体的带负电的离⼦包
围。正⼋⾯体具有𝑂B对称性，为了简化问题，只考虑𝑂群对称性，特征标表如下：

表中不可的表示的记号有两种，其中𝛤记号⼀般⽤于固体物理中，第⼆栏的记号
⼀般⽤于分⼦物理和化学，晶格动⼒学也常⽤这种记号。表中的下标表示𝑂群的
表示的常规指标，相关的对称性操作如图所示。

注：𝐴, 𝐸, 𝑇被分别⽤来标记⼀维，⼆维，三维表示。



具体地，设我们有⼀个⻆动量为𝑙 = 2的磁性杂质原⼦，我们先求𝑂群中所有对称性操作在完全转动群
的不可约表示的特征标。完全转动群的表示也是𝑂群的表示，但⼀般⽽⾔是可约的 。

单位元 𝛼 = 0 的特征标为：

𝜒($)(0) =
𝑙 + 12
1
2

= 2𝑙 + 1

其他类的特征标：

特征标与转⻆相
关，与转轴⽆关。

𝜒 $ 𝛼 =
sin 𝑙 + 12 𝛼

sin 𝛼2



对于𝑙 = 2的情形，𝜒 ' 𝐸 = 5，其他类为

我们注意到𝛤HIJ
' 是𝑂群的可约表示，这是因为𝑂群没有维度𝑙: > 3的不可约表示(参看Table 5.1)。为了

求𝛤HIJ
' 中包含的不可约表示，我们利⽤可约表示的分解公式：

𝑎) =
1
ℎ2

=

𝑁=𝜒 ;( 𝐶= ∗𝜒KLFMN&O$L 𝐶=

𝜒KLFMN&O$L 𝐶= =2
;(

𝑎)𝜒 ;( 𝐶=

其中𝛤)是点群的不可约表示。ℎ:群阶， 𝑁= ：类𝑘中的群元数⽬。

可约表示𝛤HIJ
' 的特征标可以写为𝜒KLFMN&O$L 𝐶= ≡ 𝜒;)*+

"
𝐶= 。



我们现在来计算𝛤HIJ
' 中包含不可约表示𝐴0多少次：

𝑎P& =
1
24	[	1×1×5 + 8×1×(−1) + 3×1×1 + 6×1×1 + 6×1× −1 	] = 0

即𝛤HIJ
' 中不包含𝐴0。

类似地可以计算出其他不可约表示出现的次数。
⭐课堂练习
计算𝑂群的不可约表示𝐴'，𝐸，𝑇0，𝑇'在𝛤HIJ

' 中出现的次数。

计算可得： 𝛤HIJ
' =𝐸 + 𝑇'。

意味着不可约表示𝛤HIJ
' 在⽴⽅对称性中劈裂为𝐸和𝑇'。换句话说，⼀个原⼦𝑑轨道在⽴⽅𝑂晶体中劈裂

为𝐸和𝑇'两个能级。类似地，原⼦𝑑轨道在⽴⽅𝑂B晶体中劈裂为𝐸Q和𝑇'Q能级，下标𝑔表示空间反演的
偶宇称。

𝑎) =
1
ℎ2

=

𝑁= 𝜒 ;( 𝐶= ∗ 𝜒KLFMN&O$L 𝐶=



我们通过以上讨论只能知道杂质离⼦在真空中遵守完全转动对称性，它的能级有五重简并。在晶体场
中，杂质离⼦对称性降低，能级相应劈裂成2个能级，⼀个能级遵守𝐸不可约表示，⼀个能级遵守𝑇'不
可约表示。𝐸和𝑇'分别是⼆维和三维不可约表示，因此相应的能级也是⼆重和三重简并的。

𝑌',/ 𝜃, 𝜙

五重简并能级

⼆重简并

三重简并

𝐸

𝑇'

𝑂群对称

假设杂质的存在给晶体施加了⼀个应⼒，假设杂质格点新的局域对称性为𝐷R。也是完全转动群的⼦群 。
我们运⽤相同的⽅法研究四⽅场劈裂。我们考虑𝑂群的𝐸和𝑇'不可约表示作为𝐷R群的可约表示并写下其
特征标表：





根据分解定理有：
𝐸：

𝐴0：

𝑎P& =
1
8
[1×1×2 + 1×1×2 + 2×1×0 + 2×1×2 + 2×1×0]

= 1
𝐵0：

𝑎S& =
1
8 [1×1×2 + 1×1×2 + 2×(−1)×0 + 2×1×2 + 2×(−1)×0]

= 1

其余都为0。
𝑂群的𝐸分解为𝐷R群的𝐴0和𝐵0。



根据分解定理有：
𝑇'：

𝐵'：

𝑎S" =
1
8
[1×1×3 + 1×1×(−1) + 2×(−1)×(−1) + 2×(−1)×(−1) + 2×1×1]

= 1
𝐸：

𝑎T =
1
8 [1×2×3 + 1×(−2)×(−1) + 2×0×(−1) + 2×0×(−1) + 2×0×1]

= 1

其余都为0。
𝑂群的𝑇'分解为𝐷R群的𝐵'和𝐸。

我们把𝐴0, 𝐵0, 𝐵'和𝐸的特征标全部加起来刚好是𝑙 = 2的球谐函数作为𝐷R群的可约表示的特征标。



尽管群论告诉我们杂质离⼦能级如何随晶体场劈裂，但它不能告诉我们这些能级的排序。通常⼀
个简单的物理论证可以告诉我们哪个能级倾向于更低。

考虑⽴⽅场中𝑑电⼦的情形，基质离⼦处于𝑥 = ±𝑎, 𝑦 = ±𝑎, 𝑧 = ±𝑎处，假设杂质离⼦以替位⽅式
进⼊格点，替换阳离⼦，从⽽最近邻的基质离⼦都是阴离⼦。 𝑑态的电荷分布如图所示:

参考𝑂群的基函数可⻅，不可约表示𝐸
的基函数为(𝑥' − 𝑦', 3𝑧' − 𝑟')， 𝑇'的
基函数为(𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥)。



𝑇'的基函数

𝐸的基函数

𝑎
对于随𝑇'表示变换的基函数，
电荷分布并不指向基质离⼦，
从⽽晶体场相互作⽤相对较弱。

对于随𝐸表示变换的基函数，
由于电荷分布正好指向基质
离⼦的格点位置，从⽽晶体
场相互作⽤相对较强。

因⽽，视相互作⽤是吸引还是排斥，我们可以确定能级顺序。如果相互作⽤是排斥性的，则𝐸
能级会⾼于𝑇'能级；如果是吸引的，则𝐸能级会低于𝑇'能级。当然决定能级排序更定量的⽅式
是显式求解本征值问题。在求解过程中使⽤随晶体场群的不可约表示变换的基函数是⽅便的。

基质
离⼦



关于晶体场形式的评论

任何函数都可以⽤基函数完全集（例如球谐函数）展
开。在晶体场问题中，群论可以极⼤地简化与𝑉!"#$相
关的球谐函数的搜寻。 



作为⼀个例⼦,我们考虑𝑉NMO&N和下表               （g: gerade 偶; u: ungerade奇  （德语））

𝑉!"#$中的球谐函数必须拥有物理系统中
所有的对称操作，我们注意到包含𝑂B
群的完全对称的𝐴0Q不可约表示的最低
⻆动量态是𝑙 = 4，因⽽也必定是⽴⽅
晶体𝑉NMO&N的晶体场⽤球谐函数表达的
最低⻆动量态。

Table 5.6 gives the decomposition of 
the various spherical harmonics for 
angular momentum 𝑙 ≤ 15 into 
irreducible representations of the full 
cubic group 𝑂B



我们考虑在⽴⽅环境中的杂质离⼦的⾼对称情形。离⼦处于𝑥 = ±𝑎, 𝑦 = ±𝑎, 𝑧 = ±𝑎处。
𝑥 = −𝑎处的离⼦对 𝑥, 𝑦, 𝑧 标记的场点𝑟的贡献为

𝑉!61# =
𝑒

|𝑟
→
|
=

𝑒

𝑎 (1 + 𝑥𝑎)
'+(𝑦𝑎)

'+(𝑧𝑎)
'
=

𝑒
𝑎 1 + 𝜀

其中𝑒是电⼦电荷，𝜀是⼀个⽆量纲的⼩量（ 𝑥, 𝑦, 𝑧 	处于原点𝑂附近） 𝜀 = '!
#
+ K"

#"
。

做泰勒展开

(1 + 𝜀)1
0
' = 1 −

1
2 𝜀 +

3
8 𝜀

' −
5
16 𝜀

V +
35
128 𝜀

R +⋯
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对于电荷𝑒处于𝑥 = ±𝑎, 𝑦 = ±𝑎, 𝑧 = ±𝑎的⽴⽅场，我们有
𝑉"W"#$ = 𝑉!"#$：



所以解除⾃由原⼦简并的微扰形式为：

Here we make use of the fact that the crystal field potential is generated by a collection of 
point sources and in the intervening space we are ”outside” the field sources so that 
the potential must satisfy the Laplace equation ∇!𝑉 = 0. Solutions to Laplace’s equation
are of the form 𝑟"𝑌",$ 𝜃, 𝜙 . From the definitions for the spherical harmonics it is clear
that for a cubic field 𝑉%&'(%, the only spherical harmonics that will enter 𝑉%&'(% are
𝑌),*, 𝑌),) and 𝑌),+) since 𝑧/4 ) involves only 𝑌),* while 𝑥/4 ) + 𝑦/4 ) involves  only 
𝑌),) and 𝑌),+)


