
一、简答题（40分） 

1．伽利略时空变换：以时间和一维空间为变量，写出其时空变换的表  示

矩阵。（4 分） 
 

解：!𝒕′
𝒙′
% = 𝑮 !𝒕𝒙%, 

 

 𝒖: 不带撇的参考系相对于带撇参考系的速度。（1 分） 

𝑮 = !𝟏 𝟎
𝒖 𝟏% （3 分） 

 

2. 二维转动群𝑺𝑶(𝟐)群!𝐜𝐨𝐬𝜽 −𝐬𝐢𝐧𝜽
𝐬𝐢𝐧𝜽 𝐜𝐨𝐬𝜽 %的本征矢是什么？为什么其分量

必须有复数？（6 分） 

  

解：!𝐜𝐨𝐬𝜽 −𝐬𝐢𝐧𝜽
𝐬𝐢𝐧𝜽 𝐜𝐨𝐬𝜽 ) ! 𝟏±𝒊) = 𝒆∓𝒊𝜽 ! 𝟏±𝒊), 其本征矢为! 𝟏±𝒊) (4分) 

 

如果其本征矢的两个分量都为实数，那么必然在二维空间的转动操作下转

动，不可能成为本征矢。（2 分） 

 
 

3. 群阶为	𝒏的阿贝尔群的不等价不可约表示个数和维数是多少？为什么？

（6 分） 

解：  不可约表示个数为 n，（1 分）维数均为 1。（1 分） 

      原因：一个群不等价不可约表示的个数与类的个数相等， 

阿贝尔群每个群元自成一类；（2 分） 

      一个群所有不等价不可约表示维数的平方和等于群阶，（Burnside

定理）。（2 分） 

 

 

4. 问有多少类晶体点群？请画出𝑆!群的极射投影图。（8分） 

已知 𝑺𝒏 = 𝝈𝑪𝒏，画图规则为： 

 

外圆实线：有水平镜面反射 

外圆虚线：没有水平镜面反射 

正𝑛边形： 主轴为𝑛度主轴 

实心：proper rotation 

空心：improper rotation 

圈内虚线：与主轴垂直的二度轴 

圈内实线：垂直镜面 

圈上小椭圆：二度轴 



○:面之下 ； + 或 × ：面之上 

   

解：有 32 类晶体点群。（2 分） 

 

                    

 

外圆虚线：2 分 

                   ○， + 或 × 以𝜋/2转角交替出现 ：2分 

                    内部方块空心套 2度实心：2分 

 

 

 

 

 

 

 

5. 什么是特征标表？写出三阶循环群的特征标表。（8 分） 

解：特征标表是以不等价不可约表示和不同类为指标列出的矩阵形式，矩阵元

为某一个类的某一个不可约表示矩阵的迹。（3 分） 

标记 𝝎 = 𝒆𝒊𝟐𝝅/𝟑 

特征标表为： 

 

 𝑬 
 

𝑨 𝑩 

𝑫(𝟏) 1 1 1 

𝑫(𝟐) 1   

𝑫(𝟑) 1   

 

写对第一行第一列共 3 分，另外四个元素每个 0.5 分，共计 5 分。 
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6. 已知保持正三角形不变的 𝑫𝟑 群的三个不可约表示如下， 
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𝐷(+)											1											 − 1																 − 1														 − 1																	1																		1 

 

 

 

根据不可约表示矩阵元的正交性定理： 

 

写出与正交性关系所对应的六个矢量，并指出这些矢量的分量来源于哪个

变量。（9 分） 

解：每个不可约表示的每个矩阵元，都是群函数，对应群表示的矢量。矢

量的分量源自于群中不同的元素；（3 分）；六个矢量每个计 1 分（共 6 分） 

 

𝑷LL⃑ 𝟏𝟏 = N𝟏,−𝟏,
𝟏
𝟐 ,
𝟏
𝟐 ,−

𝟏
𝟐 ,−

𝟏
𝟐P	

𝑷LL⃑ 𝟏𝟐 = Q𝟎, 𝟎,
√𝟑
𝟐 ,−

√𝟑
𝟐 ,

√𝟑
𝟐 ,−

√𝟑
𝟐 T	

𝑷LL⃑ 𝟐𝟏 = Q𝟎, 𝟎,
√𝟑
𝟐 ,−

√𝟑
𝟐 ,−

√𝟑
𝟐 ,
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𝑷LL⃑ 𝟐𝟐 = N𝟏, 𝟏, −
𝟏
𝟐 ,−

𝟏
𝟐 ,−

𝟏
𝟐 ,−

𝟏
𝟐P	

𝑷LL⃑ 𝟓 = (𝟏, 𝟏, 𝟏, 𝟏, 𝟏, 𝟏)	
𝑷LL⃑ 𝟔 = (𝟏,−𝟏,−𝟏,−𝟏, 𝟏, 𝟏) 

 

 

根据不可约表示矩阵元的完备性关系： 

UUU𝒍𝒊

𝒍𝒊

𝝆0𝟏

𝒍𝒊

𝝁0𝟏

𝒓
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𝑫𝝁𝝆
𝒊 (𝑹)∗𝑫𝝁𝝆

𝒊 (𝑺) = 𝒈𝜹𝑹𝑺 

𝒓是不可约表示的个数，𝒍𝒊是第𝒊个不可约表示的维度，𝑹, 𝑺是𝑫𝟑群的群

元。写出完备性关系对应的相互正交的六个矢量，并指出其分量的构成。 

（9 分） 
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解：完备性关系对应的相互正交矢量对应不同的群元，以群元自身为

基，分量由不同的不可约表示的矩阵元构成。这不同于正交性关系：不可约

表示的矩阵元矢量互相正交，以群元为分量。 

 

 

 

二. 解析题（45分） 

1. 试讨论舒尔引理和定态薛定谔方程本征值的简并度的关系。（10分） 

 

解：相关的舒尔引理：如果一个矩阵和一个群的表示矩阵全体对易，有两种情

况： 

1，如果此表示为不可约表示，那么这个矩阵为常数阵（常数乘以单位阵）。 

2，如果这个矩阵不是常数阵，那么此群的表示为可约表示。（4 分） 

 

那么对于定态薛定谔方程（即本征值方程）而言，哈密顿量为厄米算符，不同

本征值对应的本征矢正交。每一个不可约表示对应某一个本征值的 Hilbert 空

间，其能级简并度与对称群（此群中的每一个数学对象与哈密顿量对易）相应

的不可约表示（与本征值对应）的维度相等。 

𝑯𝝍𝒂
𝒊 = 𝑬𝒊𝝍𝒂

𝒊  

 

不同的本征值用𝒊指标来标记，对应不同的不可约表示。 

当𝒊给定，𝒂用来标记同一个不可约表示下，张开的 Hilber 空间的维度指标，也

是互相独立的基函数的指标。 

设系统的对称群由𝑮表示，即[𝑯, 𝑮] = 𝟎. 

那么{𝑮𝝍𝒂
𝒊 }span 的维度即本征值𝑬𝒊的简并度。（6 分） 

 

 

2. 已知正三角形对称操作群元𝑨,𝑫在极坐标系下满足 

𝐷: c 𝐷𝑟 = 𝑟
𝐷𝜃 = 𝜃 + 120∘				; 				𝐴: c

𝐴𝑟 = 𝑟
𝐴𝜃 = 180∘ − 𝜃;                    

根据表示理论有 

 
 

!: (1 1 √2 0 0 √2)/√6 
+: (1 −1 √2 0 0 −√2)/√6 
-: .1 −1 −√2/2 √6/2 √6/2 √2/2//√6 
0: .1 −1 −√2/2 −√6/2 −√6/2 √2/2//√6 
1: .1 1 −√2/2 √6/2 −√6/2 −√2/2//√6 
2: .1 1 −√2/2 −√6/2 √6/2 −√2/2//√6 



𝑃8𝜙9(𝑟) =U𝜙:(𝑟)
:

𝐷(𝑅):9 , 𝑃8𝜙(𝑟) = 𝜙(𝑅;<𝑟) 

以 𝜙<(𝑟, 𝜃) = sin 𝜃 , 	𝜙=(𝑟, 𝜃) = cos 𝜃为基 

求群元𝑨,𝑫的表示矩阵。（10 分） 

    
         

解： 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

（3+2 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（3+2 分） 

 

 

 

 

 

 

3. 什么是𝑺𝑶(𝟒)群？写出其生成元。（10 分）       

     

∴ 𝐷(𝐴) = '1 0
0 −1+	

𝑃>𝜑< = 𝜑<(𝐷;<𝜃) = 𝜑<(𝐹𝜃) = 𝑠𝑖𝑛( 𝜃 − 120?)
= 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 120? − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 120? 𝑃>𝜑< 

=U𝜑@𝐷@<
@

= 𝜑<𝐷<< + 𝜑=𝐷=< = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝐷<< + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝐷=<	

𝑃>𝜑= = 𝜑=(𝐷;<𝜃) = 𝜑=(𝐹𝜃) =	
 cos(𝜃 − 120?) = 𝑠𝑖𝑛 120? 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠 120? 𝑐𝑜𝑠 𝜃	
𝑃>𝜑= =U𝜑A𝐷A=

A

= 𝜑<𝐷<= + 𝜑=𝐷== = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝐷<= + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝐷==	

𝐷(𝐷) =
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𝑃B𝜑< = 𝜑<(𝐴;<𝜃) = 𝜑<(𝐴𝜃) = sin( 180? − 𝜃) 
= sin 𝜃 + 0 cos 𝜃 𝑃B𝜑< =U𝜑@𝐷@<

@

= 𝜑<𝐷<< + 𝜑=𝐷=< = sin 𝜃 𝐷<< + cos 𝜃 𝐷=< 

𝑃B𝜑= = 𝜑=(𝐴;<𝜃) = 𝜑=(𝐴𝜃) = cos( 180? − 𝜃) = 0 sin 𝜃 − 1 cos 𝜃 𝑃B𝜑= 

=U𝜑A𝐷A=
A

= 𝜑<𝐷<= + 𝜑=𝐷== = sin 𝜃 𝐷<= + cos 𝜃 𝐷==	



答：𝑺𝑶(𝟒)群是四维空间的完全转动群，由实域的四维其行列式为 1 的正交矩阵

构成。（4 分） 

其生成元为 

 

-𝒥(%&)/
'(
= -𝛿%'𝛿&( − 𝛿%(𝛿&'/ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（每个生成元 1 分，共 6 分） 
 
 
 
 

4. 已知𝜒(C)(𝛼) =
DEFGCH"#I9

DEF$#
 （𝛼为转角）和𝑂群的特征标表如下。当孤立原子杂质

进入被𝑂群刻画的晶体场环境，请写出其角动量量子数为𝑙 = 3的表示将会约化

为如下𝑂群特征标表中对应的哪些不可约表示。 
 

已知 𝑎A =
<
J
U 𝑁K𝜒LM%N(𝐶K)∗𝜒OPQRS@TCP(𝐶K)

K
 

𝜒OPQRS@TCP(𝐶K) =U𝑎A𝜒LM%N(𝐶K)
M%

 

其中𝛤A标记点群的不可约表示。 ℎ是群阶，𝑁K对应类𝑘中的群元数目。（15 分） 

（评分标准以解答过程的完整性来量度） 
 
𝑂群的特征标表如下： 

1

0 1
−1 0 2 = 𝒥("))	 1 0 1

−1 0
2 = 𝒥()*)	

1 0 1

−1 0

2 = 𝒥()+)	

1
0 −1

1 0
2 = 𝒥(*")	 1

0 1

−1 0

2 = 𝒥("+)	

1 0 1
−1 0

2 = 𝒥(*+)	



 

解: 𝑂群的五个类对应的特征标为： 
𝜒(C)(𝐸) = 2𝑙 + 1 = 7(𝑙 = 3) 

已知𝜒(C)(𝛼) =
DEFGCH"#I9

DEF$#
 

𝜒(+)(𝐶+) =
sin �!3 + 12% ×

2𝜋
3 �

sin 𝜋3
= 1 

 

𝜒(+)(𝐶=) = −1 
𝜒(+)(𝐶=U) = −1 

 

𝜒(+)(𝐶!) = −1 

(5分) 

𝒂(𝚪𝒍"𝟑,𝑨𝟏) = 𝟏
𝟐𝟒
(𝟏 × 𝟏 × 𝟕 + 𝟖 × 𝟏 × 𝟏 + 𝟑 × 𝟏 × (−𝟏) + 𝟔 × 𝟏 ×

(−𝟏) + 𝟔 × 𝟏 × (−𝟏)) = 𝟎（1分） 

𝒂(𝚪𝒍"𝟑,𝑨𝟐) = 𝟏
𝟐𝟒
(𝟏 × 𝟏 × 𝟕 + 𝟖 × 𝟏 × 𝟏 + 𝟑 × 𝟏 × (−𝟏) + 𝟔 × (−𝟏) ×

(−𝟏) + 𝟔 × (−𝟏) × (−𝟏)) = 𝟏（2分） 

𝒂(𝚪𝒍"𝟑,𝑬) =
𝟏
𝟐𝟒

(𝟏 × 𝟐 × 𝟕 + 𝟖 × (−𝟏) × 𝟏 + 𝟑 × 𝟐 × (−𝟏)) = 𝟎 

（1分） 

𝒂(𝚪𝒍"𝟑,𝑻𝟏) = 𝟏
𝟐𝟒
(𝟏 × 𝟑 × 𝟕 + 𝟖 × 𝟎 × 𝟏 + 𝟑 × (−𝟏) × (−𝟏) + 𝟔 ×

(−𝟏) × (−𝟏) + 𝟔 × 𝟏 × (−𝟏)) = 𝟏（2分） 

𝒂(𝚪𝒍"𝟑,𝑻𝟐) = 𝟏
𝟐𝟒
(𝟏 × 𝟑 × 𝟕 + 𝟖 × 𝟎 × 𝟏 + 𝟑 × (−𝟏) × (−𝟏) + 𝟔 × (𝟏) ×

(−𝟏) + 𝟔 × (−𝟏) × (−𝟏)) = 𝟏（2分） 

 

∴ 𝚪𝒍5𝟑 = 𝑨𝟐 + 𝑻𝟏 + 𝑻𝟐(2分) 

注：系数为 0 的计算如果不写，需要说明维度的直和关系，否则扣

分。 

 

 



一、简答题 

 

 

1. 写出 Burnside 定理（不可约表示的维数定理），并解释该定理的含

义。（6 分） 

	答：∑ 𝒏𝒊𝟐 = 𝒈𝒓
𝒊=𝟏      

                   (3 分)     

 

一个群所有不等价不可约表示维数的平方和等于群阶 ，独立 

群函数的个数不会超过群元个数。 (3 分) 

 

2. 对于置换群 𝑺𝒏 描述的𝒏个全同粒子,其完全对称态和完全反对称态分

别有几种可能性，及其相应不可约表示的维数分别是？（4 分） 

 

答：分别有一种可能性（2 分） 

     其不可约表示均为一维 (2 分) 

 

 

二.证明题（10 分） 

试证明群 G 中属于同一类的各元的表示矩阵之和，必与群 G 的一切元的

表示矩阵对易。 

证明：设群 G 的任一群元为 A，类元之和的倍数（类元个数是整除因子，

倍数设为𝒎）为 

U𝒉𝒊𝑨𝒉𝒊;𝟏
𝒈

𝒊0𝟏

 

𝒈为群阶，∀𝒉𝒊，𝒉𝒋 ∈ 𝑮 ，即任选两个群元，对易关系为 
    𝒉𝒋;𝟏�𝒉𝒊𝑨𝒉𝒊;𝟏, 𝒉𝒋� = 𝒉𝒋;𝟏𝒉𝒊𝑨(𝒉𝒋;𝟏𝒉𝒊);𝟏 − 𝒉𝒊𝑨𝒉𝒊;𝟏 

在上式的两边对整个群求和 

U𝒉𝒋;𝟏𝒉𝒊𝑨(𝒉𝒋;𝟏𝒉𝒊);𝟏 − 𝒉𝒊𝑨𝒉𝒊;𝟏
𝒈

𝒊0𝟏

 

根据重排定理，𝒎(类元−类元) = 𝟎 

表示矩阵与群元一一对应，是同构关系，表示矩阵也对易。 

命题得证。 

也可以在第一个等式中求和到𝒌, 𝒌是类 A 中群元的数目，进行后续计算。 
 



 

三.解析题 

 

1.简述 SO(3)群和 SU(2)群的关系，并给予解释。（10 分） 

 

答：SO(3)群和 SU(2)群是 1 对 2 的同态关系 ，具体对应方式如下： 
        
    SU(2)/SO(3): 群空间的几何对比，后者是半径为𝝅 的球体，在直径上与球面

相交的两个点对应同一个群元，球体内的每一个点与群元一一对应，球面上

两个点对应一个群元，这样使得此球体是双连通情形，任一点与单位元（即

球心）的连线可以分为两组， 
：包含奇数/偶数次跳跃（拓扑性质）。 

• 前者是半径为𝟐𝝅 的球，对比前者，半径为𝝅 球体内的每个点两个群一

一对应，在内球之外，�𝝎LLL⃑，𝜽� = �−𝝎LLL⃑，𝟐𝝅 − 𝜽�，等式右边的群元与左

边群元映射到 SO(3)群的同一个群元，至此，已非常清楚地看到二者 2：
1 的同态关系。 

    而 SU(2)群的球面上所有的点对应同一个群元，这就意味着此群    对应的群

空间是单连通的情况。 
• 连通度的比较：𝟏：𝐧(= 𝟐) 

    前者是后者的覆盖群，覆盖群的真实表示是后者的𝒏（此处，= 𝟐）值表示 
但对应着 SU(2) 群中两个不同的元。 
      
 

 

2. 列出四阶循环群 𝑮 = {𝑬, 𝑪𝟒𝟏, 𝑪𝟒𝟐, 𝑪𝟒𝟑} 的特征标表。（9 分） 

 

𝝎 = 𝒆𝒊𝝅/𝟐, 𝝎𝟒 = 𝟏 
 

 

 𝑬 

 

 

  

𝑫(𝟏) 1 1 1 1 

𝑫(𝟐) 1 𝒊 -1 −𝒊 

𝑫(𝟑) 1  -1  1  -1 

𝑫(𝟒) 1 −𝒊 -1 𝒊 

 

 

2
4c

3
4c4c4C



3.画出置换群 𝑺𝟑，𝑺𝟒 的标准杨盘，说明相关杨图的对称性 。并写出

𝑺𝟑，𝑺𝟒的全对称和全反称的算符表达式。 
 

 

   𝑺𝟑 ∶   全对称，一个一维表示 

 

 

 
     

  混合对称，一个二维不可约表示（2 分） 

 
 

 

全反对称，一个一维不可约表示（2 分） 

共 3 个不等价不可约表示。 

 

全对称算符为 𝑺� = ∑𝒂𝒍𝒍	𝒑𝒆𝒓𝒎𝒖𝒕𝒂𝒊𝒐𝒏𝒔 	𝒊𝒏	𝑺𝟑 （2 分） 
𝑺� = (𝟏) + (𝟏𝟐) + (𝟏𝟑) + (𝟐𝟑) + (𝟏𝟐𝟑) + (𝟏𝟑𝟐) 

全反称算符为 𝑨� = ∑(	𝒆𝒗𝒆𝒏	𝒑𝒆𝒓𝒎𝒖𝒕𝒂𝒊𝒐𝒏𝒔 −

												𝒐𝒅𝒅	𝒑𝒆𝒓𝒎𝒖𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔 	𝒊𝒏	𝑺𝟑) （2 分） 

𝑶� = (𝟏) − [(𝟏𝟐) + (𝟏𝟑) + (𝟐𝟑)] + (𝟏𝟐𝟑) + (𝟏𝟑𝟐) 
 

 

𝑺𝟒 :

 
 

          全对称，一个一维不可约表示 (2 分) 

   

 
1 2 3 

 
 
 
 
 
 
 
     

 

1 

 

2 

3 

 

1 

 

3 

2 

 
1 

2 

3 

 
1 2 3 4 

1 2 3 4 



 
 

 

混合对称，一个三维不可约表示（3 分） 
 

 
                         

 

混合对称，一个二维不可约表示（3 分） 

 

 

 
 

  

混合对称，一个三维不可约表示（3 分） 

 

 

全反对称，一个一维不可约表示(2 分) 

 

    共有 5 个不等价不可约表示 

 

全对称算符为 𝑺� = ∑𝒂𝒍𝒍	𝒑𝒆𝒓𝒎𝒖𝒕𝒂𝒊𝒐𝒏𝒔 	𝒊𝒏	𝑺𝟒 （3 分） 

 

    

      

 

 

  

 
 

1 2 3 

4 
1 3 4 

2 

1 2 4 

3 

 

                         

 
 

1 2 

3 4 

1 3 

2 4 

 
                                                  
 
 

1 2 

3 

4 

1 3 

2 

4 

1 4 

2 

3 

1 

2 

3 

4 
 



𝑺� = (𝟏) + (𝟏𝟐) + (𝟏𝟑) + (𝟏𝟒) + (𝟐𝟑) + (𝟐𝟒) + (𝟑𝟒) + (𝟏𝟐𝟑) + (𝟏𝟑𝟐) + (𝟏𝟐𝟒)
+ (𝟏𝟒𝟐) + (𝟏𝟑𝟒) + (𝟏𝟒𝟑) + (𝟐𝟑𝟒) + (𝟐𝟒𝟑) + (𝟏𝟐)(𝟑𝟒)
+ (𝟏𝟑)(𝟐𝟒) + (𝟏𝟒)(𝟐𝟑) + (𝟏𝟐𝟑𝟒) + (𝟏𝟐𝟒𝟑) + (𝟏𝟑𝟐𝟒) + (𝟏𝟑𝟒𝟐)
+ (𝟏𝟒𝟐𝟑) + (𝟏𝟒𝟑𝟐) 

全反称算符为 𝑨� = ∑(	𝒆𝒗𝒆𝒏	𝒑𝒆𝒓𝒎𝒖𝒕𝒂𝒊𝒐𝒏𝒔 −

												𝒐𝒅𝒅	𝒑𝒆𝒓𝒎𝒖𝒕𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔 	𝒊𝒏	𝑺𝟒) （3 分） 

𝑶� = (𝟏) − [(𝟏𝟐) + (𝟏𝟑) + (𝟏𝟒) + (𝟐𝟑) + (𝟐𝟒) + (𝟑𝟒)] + (𝟏𝟐𝟑) + (𝟏𝟑𝟐)
+ (𝟏𝟐𝟒) + (𝟏𝟒𝟐) + (𝟏𝟑𝟒) + (𝟏𝟒𝟑) + (𝟐𝟑𝟒) + (𝟐𝟒𝟑) + (𝟏𝟐)(𝟑𝟒)
+ (𝟏𝟑)(𝟐𝟒) + (𝟏𝟒)(𝟐𝟑) − [(𝟏𝟐𝟑𝟒) + (𝟏𝟐𝟒𝟑) + (𝟏𝟑𝟐𝟒) + (𝟏𝟑𝟒𝟐)
+ (𝟏𝟒𝟐𝟑) + (𝟏𝟒𝟑𝟐)] 

 

 

 

 4.写出保持正三角形不变的𝑫𝟑群的乘法表(说明每个群元操作)，根据类的定

义写出𝑫𝟑 群的类（类的判断需写出表达式）。（16 分） 

    

     答: 三角形的顶点分别为：1，2，3； 

          边 13 上垂直轴为 A，23 对应垂轴 B，12 边对应垂轴 C，分别绕 A，

B，C转动 𝝅  角记为 A，B，C；D，F是绕垂直于三角形平面的轴逆时针，顺时

针转动  𝟐𝝅/𝟑 ；E为不动操作（3 分）。 

  

 E A B C D F 

E E A B C D F 

A A E D F B C 

B B F E D C A 

C C D F E A B 

D D C A B F E 

F F B C A E D 

 

（乘法表 6 分） 

 

共三类： 

单位元自成一类{E}  (1 分) 

{D,F}, 

 (3 分) 

 

 

 

{A,B,C} 

 

 

𝐸𝐷𝐸!" = 𝐷, 𝐴𝐷𝐴!" = 𝐹, 𝐵𝐷𝐵!" = 𝐹,	
𝐶𝐷𝐶!" = 𝐹, 𝐹𝐷𝐹!" = 𝐷,𝐷𝐷𝐷!" = 𝐷	

𝐸𝐶𝐸!" = 𝐶, 𝐴𝐶𝐴!" = 𝐵, 𝐵𝐶𝐵!" = 𝐴,	
𝐶𝐶𝐶!" = 𝐶,𝐷𝐶𝐷!" = 𝐴, 𝐹𝐶𝐹!" = 𝐵	



 

 

(3 分) 

 

5.简述布洛赫定理，说明二维满足周期性边界条件的格子波矢 𝒌	取值，分别是

方向的格点数目，写出此二维格子的平移群不可约表示的个数，及其

不可约表示的维数，并说明原因。（13 分） 

 

答：周期场中运动的电子的波函数，具有以下形式： 

 

 

 

𝝍𝒌ZZ⃑ (𝒓L⃑ − 𝑹LL⃑ 𝒍) = 𝒆;𝒊𝒌ZZ⃑ .𝑹ZZ⃑ 𝒍𝝍𝒌ZZ⃑ (𝒓L⃑ )	
可改写为： 

𝝍𝒌ZZ⃑ (𝒓L⃑ ) = 𝒆𝒊𝒌ZZ⃑ .𝒓Z⃑ 𝒖𝒌ZZ⃑ (𝒓L⃑ )	
𝒖𝒌ZZ⃑ (𝒓L⃑ − 𝑹LL⃑ 𝒍) = 𝒖𝒌ZZ⃑ (𝒓L⃑ )	

 
当平移晶格矢量	𝑹LL⃑ 𝒍 时，波函数只增加位相因子		𝒆;𝒊𝒌ZZ⃑ .𝑹ZZ⃑ 𝒍  
周期性边界条件要求𝒆;𝒊𝒌𝒊𝑵𝒊 = 𝟏,	∆𝒌𝒊 = 𝟐𝝅/𝑵𝒊， k 取值个数与格点数目相

同。 
 
波函数为平面波与周期函数的乘积。 
平移群是阿贝尔群，二维情况（周期性边界条件）下，群阶为 	
𝑵𝒙𝑵𝒚，等于类的个数，即不可约表示的个数，根据 Burside定理， 
全部为一维表示。 
 

 

 

 

四．附加题：简述时间反演对称性，并讨论时间反演对称性对简并度的影响,对

讨论中涉及的物理量及表达式给出解释。（20 分）（说明：此题用于在前面题

目得分基础上根据解答加分，卷面分满分 100 为上限） 

 

  答：时间反演对称性指在数学变换 𝑻： 𝒕 变为 −𝒕	的情况下，所关心的对象

保持不变。注意时间演并非时间倒流，而是“运动”的反演。（2 分） 

 

时间反演对称性对简并度的影响如下表： 

 

情况 判据∑ 𝝌(𝑹𝟐)𝑹∈𝑮  𝑫与𝑫∗ 的关系 整数自旋 半数自旋 



（1） 𝒈 等价于实表示 无附加简并性 简并度加倍 

（2） 𝟎 不等价 简并度加倍 简并度加倍 

（3） −𝒈 等价非实表示 简并度加倍 无附加简并性 

（10 分） 

 

解释：设体系的哈密顿算符 𝑯	拥有点群对称性𝑮 = {𝑹}, 附加上反演对称性后， 

与𝑯 对易的操作包含 𝑻, {𝑻𝑹}。𝑻, {𝑻𝑹}均为反线性幺正算符。 

如果{𝝍𝒍} furnish(荷载) 群𝑮的不可约表示𝑫𝑮 ， 

则{𝑻𝝍𝒍} furnish 群𝑮的不可约表示𝑫𝑮
∗（𝑫𝑮的复共轭表示矩阵）。 

 
𝝍𝒍与𝑻𝝍𝒍                        

是否线性无关，决定了时间反演对称性是否引起能级简并度增加 。 

(8 分) 

 
 

 
5.写出时间反演算符在不考虑自旋和考虑自旋情况下的表达式。(4 分） 

 

答：无自旋： 𝑻 = 𝑲             (2 分) 

 

有自旋：𝑻 = 𝒊𝝈𝟐𝑲                (2 分) 

 

 

6.对于置换群𝑺𝒏 描述的n个全同粒子,其完全对称态和完全反对称态分别

有几种可能性，及其相应不可约表示的维数分别是？（4 分） 

 

答： 分别有一种可能性（2 分） 

     其不可约表示均为一维 (2 分) 

 

 
 

三．解析题 

 

写出 SU(2)群的 𝒋 = 𝟏
𝟐
, 𝟏 的表示矩阵, 即二维及三维表示矩阵。（10 分） 

 

提示：𝑷𝒖𝒇𝒎
𝒋 (𝝃𝟏, 𝝃𝟐) = 𝒇𝒎

𝒋 (𝝃𝟏= , 𝝃𝟐= ) =
(𝒂𝝃𝟏@𝒃∗𝝃𝟐)𝒋(𝒎(𝒃𝝃𝟏B𝒂∗𝝃𝟐)𝒋*𝒎

C(𝒋B𝒎)!(𝒋@𝒎)!
  



𝑷𝒖𝒇𝒎
𝒋 (𝝃𝟏, 𝝃𝟐) =G𝒇𝒎+

𝒋

𝒎+

(𝝃𝟏, 𝝃𝟐)𝑫𝒋(𝒖)𝒎+,𝒎 

1.  
解：矩阵的行列指标排序𝒋 = 𝟏

𝟐
：𝒎 = 𝟏/𝟐,−𝟏/𝟐 

 

𝑫𝟏/𝟐 = � 𝒂 𝒃
−𝒃∗ 𝒂∗� 

 

 

（4 分） 

矩阵的行列指标排序𝒋 = 𝟏：𝒎 = 𝟏, 𝟎,−𝟏 
 

𝑫𝟏 =

⎣
⎢
⎢
⎡ 𝒂𝟐 ª𝟐𝒂𝒃 𝒃𝟐

−ª𝟐𝒂𝒃∗ 𝒂𝒂∗ −𝒃𝒃∗ ª𝟐𝒂∗𝒃
𝒃∗𝟐 −ª𝟐𝒂∗𝒃∗ 𝒂∗𝟐 ⎦

⎥
⎥
⎤
 

 

（6 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 解答题：试写出空间平移不变性，空间转动不变性，时间平移不变性各自对

应的守恒量是什么，并选择其中一个不变性加以论证。（12 分） 

 

答：空间平移不变性：动量；(2 分) 

    空间转动不变性：角动量（2 分） 

    时间平移不变性：能量（2 分） 

 

以空间平移不变性为例， 

 

 



 
写出平移算符的作用表达式 3 分，后续的推导 3 分。 

 

 

一、简答题 
1．所有行列式为 1 的三维实数矩阵构成一个群吗？如果是，写出单位元

和群的乘法关系。（4 分） 

 

答：是，（1 分）单位元：三维单位阵（2 分）。 

群乘：矩阵的乘法关系（1 分）。 

 

 

2.验证角动量量子数𝒍 = 𝟏的三个球谐函数的正交性。（6 分） 

𝒀𝟏,)𝟏(𝜽,𝝋) =
𝟏
𝟐
I 𝟑
𝟐𝝅𝒆

)𝒊𝝋 𝐬𝐢𝐧𝜽 , 𝒀𝟏,𝟎(𝜽,𝝋) =
𝟏
𝟐
I𝟑
𝝅𝐜𝐨𝐬𝜽,	

 

𝒀𝟏,𝟏(𝜽,𝝋) = −
𝟏
𝟐
I 𝟑
𝟐𝝅𝒆

𝒊𝝋 𝐬𝐢𝐧𝜽 

解：    ∫ 𝒅𝜽∫ 𝒅𝝋
𝟐𝝅
𝟎 𝒀𝟏,−𝟏∗ (𝜽, 𝝋)𝒀

𝟏,𝟏
(𝜽, 𝝋) 𝐬𝐢𝐧 𝜽𝝅

𝟎 ~∫ 𝒅𝝋𝒆𝟐𝒊𝝋𝟐𝝅
𝟎 = 𝟎 

± 𝒅𝜽± 𝒅𝝋
𝟐𝝅

𝟎
𝒀𝟏,−𝟏∗ (𝜽, 𝝋)𝒀

𝟏,𝟎
(𝜽, 𝝋) 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ~± 𝒅𝝋

𝟐𝝅

𝟎

𝝅

𝟎
𝒆𝒊𝝋 = 𝟎 

 

± 𝒅𝜽± 𝒅𝝋
𝟐𝝅

𝟎
𝒀𝟏,𝟏∗ (𝜽, 𝝋)𝒀𝟏,𝟎(𝜽, 𝝋) 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ~± 𝒅𝝋

𝟐𝝅

𝟎

𝝅

𝟎
𝒆−𝒊𝝋 = 𝟎 

 

 

 

(每个等式各两分) 

 

 

 

3. 置换群𝑺𝟒有多少个群元？其最大不变子群（非𝑺𝟒）是什么？(8 分) 

   



 

解：共有𝟒! = 𝟐𝟒个群元（2 分）。 

最大的不变子群是𝐴!群：由𝑺𝟒中所有偶置换构成。（6 分） 
 

 

 

 

4. 一个四阶群有几种可能的乘法表？每一种对应的不可约表示的个数和

维数分别是多少？（6 分） 

答：两种可能的乘法表，受重排定理的限制。（2 分）。 

    两种乘法表都有四个类，所以各有四个一维不可约表示。（4 分）。 

 

 

5.什么是非正常转动？所有的非正当转动构成一个群吗？为什么？ 

（6 分） 

 

答：就是行列式为-1 的转动（2 分），不构成群。（2 分）。 

因为两个非正当转动行列式乘积为 1，不封闭在集合里。（2 分）。 

 

 

6.简述重排定理和正规（regular）表示，以此说明正则表示和特征标

特点（可以以任意一个群为例）。（10 分） 

 

答：一个群的全部元，在群表中的每一行每一列出现且仅出现一次。（3

分） 

正则表示是以群元本身作为基的表示，每行每列只有一个取值为 1的非零

元素。（3 分） 

单位元的特征标等于表示矩阵的维数（2 分），除单位元外，正则表示的

特征标为 0（2 分） 

 

 

 

 

二．解析题： 

 

1. 求八阶二维矩阵群 G= 

                                                                           

!𝟏 𝟎
𝟎 𝟏% , !

−𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏% , !

𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏% , !

−𝟏 𝟎
𝟎 𝟏% , !

𝟎 𝟏
𝟏 𝟎% , !

𝟎 −𝟏
−𝟏 𝟎 % , !

𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎 % , !

𝟎 𝟏
−𝟏 𝟎% 

 

 

     所包含的类的个数，需写出求解过程，列出每个类的类元。已知该矩阵

群是其自身的二维不可约表示。 （24 分）       

                                                            



!𝟏 𝟎
𝟎 𝟏%           ，是单位阵, = 𝑰，自成一类。（3 分） 

 
 

  !−𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏%，= −𝑰，自成一类。   （3 分） 

 

!𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏% = 𝝈𝒛 ,    !−𝟏 𝟎

𝟎 𝟏% = −𝝈𝒛  

 
 

!𝟎 𝟏
𝟏 𝟎% = 𝝈𝒙 ,			!

𝟎 −𝟏
−𝟏 𝟎 % = −𝝈𝒙 

 

!𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎 % = −𝒊𝝈𝒚 ,			!

𝟎 𝟏
−𝟏 𝟎% = 𝒊𝝈𝒚 

 
我们有关系式 

K𝝈𝒊, 𝝈𝒋M = 𝟐𝜹𝒊𝒋 ⇒ 𝝈𝒊𝝈𝒋𝝈𝒊 = −𝝈𝒋，当	𝒊 ≠ 𝒋 
                                       

 
所以，另外三个类分别是 
 

!𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏% = 𝝈𝒛 ,    !−𝟏 𝟎

𝟎 𝟏% = −𝝈𝒛 ：两个群元 

（6 分） 
 

      !𝟎 𝟏
𝟏 𝟎% = 𝝈𝒙 ,			!

𝟎 −𝟏
−𝟏 𝟎 % = −𝝈𝒙 ：两个群元 

  
（6 分） 

!𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎 % = −𝒊𝝈𝒚 ,			!

𝟎 𝟏
−𝟏 𝟎% = 𝒊𝝈𝒚 ：两个群元 

 
（6 分） 

未有解释说明情况：一个类扣除 1 分 
根据特征标的特点来阐述亦可。 

 
 

 
 

 
 

一、简答题 
1．简述一个数学对象集合成为群的四个基本条件。（8 分） 

 

答：（1）封闭性:	∀A∈G，∀B∈G，则 AB∈G	  ； 

   （2）群元相乘满足结合律 ：∀A, B, C ∈G, 则(AB)C = A(BC)； 



   （3）存在单位元 E: ∀𝑨 ∈ 𝑮，恒有𝑬𝑨 = 𝑨𝑬 = 𝑨 
 

（4）存在逆元：∃𝑨'𝟏∈G，使得𝑨'𝟏	𝑨 = 𝑨𝑨'𝟏 = 𝑬 
  

 

 

2. 什么叫特征标表？（4 分） 

答：由群的各个不等价不可约表示，与群中各个不同类排成的表格， 

形如方矩阵。（2 分） 

每一个矩阵元的行列标分别为不可约表示指标，类；  

元素大小即为对应的特征标。（2 分） 

         

 

 

 

                

 

                           

                           

                          

 

                            

 

 

 

 

 

3.写出三维空间中绕着 z轴的转动 与绕着任一转轴 的转角相同的转动

之间的关系式，并给出解释。（6 分） 

解：   

 

 

 

 

 

 

二. 解析题 

 

1c 2c × × × nc

( 1)D 1
1c

1
2c

1
nc

( 2)D 2
1c

2
2c

2
nc

×
×

× × ×
× × ×

× × ×
× × ×

( )nD 1
nc 2

nc n
nc

( , )R z q w


( , )R w q


1

1

( , ) ( , )  （3分）

（1） ：将转轴 转向 轴；（1分）
( 2) ( , )：绕着z轴转 角；（1分）

( 3) ：将转轴转回 方向。  （1分）

R SR z S
S z

R z
S

w q q

w
q q

w

-

-

=




 y

x

1-Sz

w



1. 分析 SO(3)群和 SU(2)群的独立参量个数，并求解 SO(n)群和 SU(n)群

的独立参量个数。（18 分） 

 

解：SO(n)群是行列式为 1 的维正交实矩阵群，满足关系式𝑹𝑹́ = 𝑹́𝑹 = 𝟏  
行列式为 1 已被定义所约束。(2 分) 

作为实矩阵，共有𝒏𝟐 个变量。（1 分） 

令矩阵𝐀 = 𝐑𝐑́,则有	
𝐀𝐢𝐣 = 𝐑𝐢𝐤𝐑́𝐤𝐣 = 𝐀𝐣𝐢 = 𝐑𝐣𝐤𝐑́𝐤𝐢,	

所以非对角元的约束只有
𝐧(𝐧 − 𝟏)

𝟐
个，	

加上对角元的约束：𝐧个，	

所以独立参数个数为𝐧𝟐 −
𝐧(𝐧 − 𝟏)

𝟐 − 𝐧 =
𝐧(𝐧 − 𝟏)

𝟐
个（𝟒分） 

𝐒𝐔(𝐧)群是行列式为𝟏的𝐧维幺正复矩阵群，	
矩阵元素为	𝐧𝟐个，因为复数分实虚部，共𝟐𝐧𝟐个参数。（𝟏分）	
幺正关系式为：	𝐑𝐑g = 𝐑g𝐑 = 𝟏（𝟐分）	
𝐑𝐑g相乘的对角元，即复矢量的模方相加，为实数，所以	
对角元只提供	𝐧	约束；	

与𝐒𝐎(𝐧)群的分析类似，非对角元提供	
𝐧(𝐧 − 𝟏)

𝟐
个方程，	

因为实虚部，共𝐧(𝐧 − 𝟏)个约束。	
另外，	𝐑 → 𝐑𝐞𝐢𝛅，并不破坏幺正性关系，行列式为𝟏，	
即约束	𝛅 = 𝟎，所以提供一个约束，	
所以，独立参数的个数为𝟐𝐧𝟐 − 𝐧(𝐧 − 𝟏) − 𝐧 − 𝟏 = 𝐧𝟐 − 𝟏（𝟒分）	
综上，𝐒𝐎(𝟑)群的独立参数为𝟑个，（𝟏分）	
𝐒𝐔(𝟐)群的独立参数为𝟑个。（𝟏分） 

 

本题也可以从生成元的角度来进行解答。 

 

 

 

 

 

2.有限群的群阶和连续群的群阶分别指什么？SO(3)群的群阶是多少？ 

（6 分） 

 

解： 有限群指群元个数；（2 分） 

连续群其群参数空间的独立变量个数。（2 分） 

 

     SO(3)群的群阶是 3 。（2 分） 

 

 

 

3.写出 SU（2）群的四维表示矩阵         。（16 分） )(2
3

uD



     

                     

 

 
（说明：能够全部正确写出关于指标 r 的求和取值，以及矩阵对应的行列指标

得 8 分，如果正确写对四个矩阵元及以上获得满分 16 分。） 

解：求和指标对于不同的矩阵元素分别列举。 

 

 3/2 1/2 -1/2 -3/2 

3/2     

1/2                

-1/2                

-3/2               

 

 
 

一、 简答题 

 
1．所有整数作为一个群的群乘是什么？此群的单位元是？（4 分） 

 

解 : 数的加法（2 分） 

     单位元为 0 （2 分） 

 

 

2. 从李群的角度分析一下生成元（generator）（6 分） 

 

解 ： 李群的任一变换都可以由单位元附近的无穷小变换得到。（2 分） 

考察一个单位元附近的无穷小变换：（𝑰 + 𝑨），𝑨是小量。匹配无

穷小变换参量的操作算符即为生成元：𝒆𝒊𝜽ZZ⃑ .𝑿ZZ⃑ , 𝑿LL⃑为生成元，𝜽LL⃑为李代数

空间参数，也是生成元的线性叠加系数。（4 分） 

 
 

二、附加题（10 分，用于加分，加到 100 分为止） 

分析两个轨道角动量为 1 耦合的波函数。 

解：耦合后的总角动量可能取值为 J = 0,1,2 (1 分) 

已知： 

mm \¢
3a ba 23

2*3ab

3b

*23 ba-

23ab

3*b-

**2 2abbaa - 2*3 ba

ba 2*3
3*a2**3 ba *2*3 ba-

2** bbbaa -
2***2 bbbaa +- **2* 2 bbaaa -



Symmetric: 
• 𝐽 = 2: 

|2,2⟩ = |1,1⟩ 

|2,1⟩ =
1
√2

(|0,1⟩ + |1,0⟩) 

|2,0⟩ =
1
√6

(|−1,1⟩ + 2|0,0⟩ + |1,−1⟩) 

|2, −1⟩ =
1
√2

(|0, −1⟩ + |−1,0⟩) 

|2, −2⟩ = |−1,−1⟩ 

								𝐽 = 0: 
|0,0⟩= !

√#
(|−1,1⟩ −|0,0⟩ + |1,−1⟩) 

 
 

Antisymmetric: 

 
9 种 state 每个 1 分，也可以用 young tableaux 来分析。 
 

一、简答题 
 

 

1. 根据时空距离不变性要求，求解洛伦兹群𝑺𝑶(𝟏, 𝟏)(即 1+1 维)的生成

元。（6 分） 

 

 解：to keep the interval ∆𝒕𝟐 − ∆𝒙𝟐 invariant, which means that 
𝑳𝑻𝜼𝑳 = 𝜼,	 with 𝜼 = !𝟏 𝟎

𝟎 −𝟏%.(2 分)  

Denoting 𝑳 = 𝑰 + 𝒊𝝋𝑲, we have 
𝑲𝑻𝜼 + 𝜼𝑲 = 𝟎 （2 分） 



     The generator 𝑲 = !𝟎 𝟏
𝟏 𝟎%（2 分） 

 

2. 群阶为 	𝒏的阿贝尔群的不等价不可约表示个数和维数是多少？为什

么？（6 分） 

解 ： 不可约表示个数为 n，（1 分）维数均为 1。（1 分） 

      原因：一个群不等价不可约表示的个数与类的个数相等， 

阿贝尔群每个群元自成一类；（2 分） 

      一个群所有不等价不可约表示维数的平方和等于群阶，（Burnside

定理）。（2 分） 

 

 

3. 四阶群有几种乘法表？并写出其可能的形式。写出其特征标表。 

 

解：有两种，一种是循环群，另一种是每个元素和自己互逆。 
𝑪𝟒 𝑬 𝑨 𝑩 𝑪
𝑬 𝑬 𝑨 𝑩 𝑪
𝑨 𝑨 𝑩 𝑪 𝑬
𝑩 𝑩 𝑪 𝑬 𝑨
𝑪 𝑪 𝑬 𝑨 𝑩

 

 

四阶循环群的特征标表是： 

 

 𝑬 

 

 

  

𝑫(𝟏) 1 1 1 1 

𝑫(𝟐) 1 𝒊 -1 −𝒊 

𝑫(𝟑) 1  -1  1  -1 

𝑫(𝟒) 1 −𝒊 -1 𝒊 

 

 

 

另一种可能性如下： 
𝑽 𝑬 𝑨 𝑩 𝑪
𝑬 𝑬 𝑨 𝑩 𝑪
𝑨 𝑨 𝑬 𝑪 𝑩
𝑩 𝑩 𝑪 𝑬 𝑨
𝑪 𝑪 𝑩 𝑨 𝑬

 

（2 分） 

 

自逆四阶群，称为 Klein 群(𝒁𝟐⨂𝒁𝟐),其特征标表为： 

2
4c

3
4c4c4C



 

!𝟏 𝟏
𝟏 −𝟏%⨂!𝟏 𝟏

𝟏 −𝟏% = Ã
𝟏 𝟏
𝟏 −𝟏

𝟏 𝟏
𝟏 −𝟏

𝟏 𝟏
𝟏 −𝟏

−𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟏

Ä 

 
不可约表示为一维，表示矩阵即特征标表。 

 

 
 

 二．解析题： 
两个类的类乘满足关系式𝑪𝒊𝑪𝒋 = ∑ 𝑪𝒊𝒋𝒌𝑪𝒌𝒌 ，以𝑫𝟑群为例，如果对类的编

号为𝑪𝟏 = {𝑬},𝑪𝟐 = {𝑨,𝑩, 𝑪}, 𝑪𝟑 = {𝑫, 𝑭}, 试写下𝑪𝟐𝟐𝟐，𝑪𝟐𝟐𝟑，𝑪𝟐𝟑𝟐，𝑪𝟐𝟑𝟑
（16 分）（提示：群元的乘法关系可以从前面简答题 6 的矩阵乘法中获

得。） 

 

解：     

                𝑪𝟐𝑪𝟐 = 𝟑𝑪𝟏 + 𝟑𝑪𝟑 （4 分） 

      	𝑪𝟐𝑪𝟑 = 𝟐𝑪𝟐       （4 分） 

（注：根据乘法表计算，两个类的元素两两相乘，出现几次算几次。） 

 

根据类乘关系式𝐶@𝐶A = ∑ 𝐶@AK𝐶KK  

读出系数：𝐶=== = 0，𝐶==+ = 3 
𝐶=+= = 2，𝐶=++ = 0 
每个系数 2分，共 8 分 
 


